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Resumen

Para resolver la problemática de regulación o seguimiento de trayectoria en un robot
móvil, es necesario utilizar un controlador e�ciente, donde actualmente el controlador
proporcional-integral-derivativo (PID) ha tenido un gran auge en estas aplicaciones. Un
controlador que ha sido utilizado en la literatura para estos sistemas es el controlador
proporcional-derivativo (PD), por ser práctico de implementar. Sin embargo, su principal
problemática es la sintonización de sus parámetros. Por tal motivo, en este trabajo de tesis
se plantea un problema de optimización dinámica fuera de línea para la sintonización óptima
de los parámetros del controlador PD, con el propósito de minimizar el error de posición y
orientación del robot móvil omnidireccional, y a su vez, minimizar el consumo de energía.

La solución al problema de optimización se proporciona a través de la técnica determinista
de programación cuadrática secuencial y, además, diferentes técnicas estocásticas, tales
como, evolución diferencial, algoritmo del murciélago, algoritmo de las luciérnagas y el
algoritmo de optimización mediante cúmulos de partículas. Se realiza un análisis estadístico
no paramétrico con el propósito de conocer los algoritmos que mejor se desempeñan en esta
clase de problemas.

A través de resultados en simulación y experimental se veri�ca el enfoque de sintonización
óptima para esta clase de robots móviles omnidireccionales. Los resultados experimentales se
realizaron en un prototipo del laboratorio, donde se muestra que las ganancias obtenidas con
el enfoque propuesto proporcionan un adecuado compromiso entre el error de seguimiento y
consumo de energía.
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Abstract

In order to solve the regulation and path tracking problems of a wheeled mobile robot,
it is neccesary to use an e�ective controller such as the proportional-integral-derivative
(PID) one which has been widely used in these applications. On the other hand, the
proportional-derivative (PD) controller has also been used in literature to handle these
problems, because of its implementation simplicity. Nevertheless, its main di�cult is the
parameter tuning. For this reason, in this work a dynamic o�-line optimization problem is
stated to optimal tuning the parameters of the PD controller with the aim to minimize the
position and orientation errors of the ominidirectional mobile robot, and also, minimize the
energy consumption.

This optimization problem is solved by using the deterministic technique of of sequential
quadratic programming, and also with di�erent stochastic techniques such as di�erential
evolution, the bat algorithm, the �re�y algoirthm and the particle swarm optimization
algorithm. A non-parametric statistical analysis is performed to identify the best performing
algorithms for this kind of problems.

Through the simulation and experimental results, the e�ectiveness of the optimal tuning
approach for this kind of omnidirectional mobile robot is veri�ed. Experimental results were
obtained by using a laboratory prototype and it is observed that the obtained gains with the
proposed approach suitably satisfy the trade-o� between the tracking error and the energy
consumption.
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Capı́tulo 1
Introducción

La mecatrónica es la combinación sinérgica de las áreas de ingeniería mecánica, ingeniería
electrónica, ingeniería de control e ingeniería en informática (Figura 1.1). La mecatrónica
se puede de�nir como el “Diseño y construcción de sistemas mecánicos inteligentes”,
donde dichos sistemas se componen principalmente de mecanismos, actuadores, sensores y
controladores óptimos. El uso de la mecatrónica se ha incrementado en los últimos años
y sigue en ascenso, esto se debe a la necesidad del hombre en crear nuevas generaciones
de robots, y mecanismos expertos con el �n de realizar trabajos en una gran variedad de
ambientes, principalmente en la automatización de fábricas e incluso en las casas.

Figura 1.1: Integración de la mecatrónica.

Dicha necesidad del hombre por crear máquinas capaces de imitar a los seres vivos y
a su vez autónomos, con el objetivo de sustituir de manera parcial o total sus labores
del ser humano, surge una área muy importante, denominada robótica. La Asociación de
Industrias de Robótica (RIA) en 1979 de�ne o�cialmente el término robot como: Un robot
es un manipulador reprogramable y multifuncional diseñado para mover materiales, partes,
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

herramientas o dispositivos especializados a través de varios movimientos programados para
el desarrollo de una variedad de tareas. En general, existe una clasi�cación de los robots
empleada en la literatura:

I Manipuladores.

Estos robots tienen la capacidad de mover piezas de un lugar a otro, y su base es
�ja, y se divide en:

I.I Manipulador serial.

I.II Manipulador paralelo.

II Robots Móviles.

Son robots con gran capacidad de desplazamiento, basados en carros o plataformas
y dotados de un sistema locomotor capaces de desplazarse por el suelo, en lugares
con obstáculos sin intervención del hombre.

III Vehículos.

Este tipo de robots son aquellos robots que se desplazan en un �uido.

IV Híbridos.

Estos robots corresponden a aquellos de difícil clasi�cación, cuya estructura se
sitúa en combinación de todos los antes mencionados.

Los robots móviles se están convirtiendo en uno de los más interesantes en los últimos
años. Se constituyen ampliamente en aplicaciones de las áreas de control, programación,
inteligencia arti�cial, percepción e instrumentación, aportando soluciones tecnológicas
innovadoras orientadas al desarrollo de mejores robots [2]. La navegación autónoma de
los robots móviles ha sido, y es, un campo de investigación muy activo en las últimas
décadas, con importantes avances que han permitido la integración de robots móviles en el
ámbito industrial e incluso en el ámbito doméstico. Puesto que son una solución factible
para conseguir la movilidad en terrenos �rmes y libres de obstáculos, permitiendo obtener
velocidades de respuesta relativamente altas y precisas para la ejecución de cualquier tarea
requerida.

No obstante, los robots móviles se pueden clasi�car por el tipo de locomoción utilizado.
En general, los tres medios de movimientos son: a) por ruedas, b) por patas y c) orugas (ver
Figura 1.2), que les con�eren características y propiedades diferentes respecto a la e�ciencia
energética, dimensiones, cargas útiles y maniobrabilidad [3].

Para los robots móviles con locomoción mediante ruedas su movilidad está caracterizada
por dos factores importantes: el tipo de ruedas que poseen y su distribución sobre una
estructura mecánica, dando destreza a los robots para desarrollar diferentes tareas de acuerdo
a su capacidad y especi�caciones [4]. A continuación se muestra la clasi�cación de los robots
móviles con ruedas (Figura 1.3):
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a) Por ruedas b) Por patas c) Orugas.

Figura 1.2: Clasi�cación de los robots móviles

A.- Ackerman o Tipo Coche.

Este tipo se robot se basa en dos ruedas traseras tractoras que se montan de forma
paralela en el chasis principal del vehículo, mientras que las ruedas delanteras son
del tipo direccionamiento (esta con�guración presenta dos ángulos de giro, uno en
cada rueda delantera).

B.- Triciclo clásico.

Este tipo de robot se basa en una rueda delantera que sirve tanto para la tracción
como para el direccionamiento. En el eje trasero cuenta con ruedas �jas sobre
un mismo eje moviéndose libremente. El centro de gravedad tiende a desplazarse
cuando el vehículo se desplaza por una pendiente, causando la pérdida de tracción.

C.- Diferencial.

En este tipo de robot el direccionamiento viene dado por la diferencia de
velocidades de las ruedas laterales, la tracción se consigue también con estas
mismas. Dos ruedas montadas en un único eje son independientemente propulsadas
y controladas proporcionando ambas tracción y direccionamiento.

D.- Skid Steer.

En este tipo de robot se disponen varias ruedas en cada lado del vehículo que
actúan de forma simultánea. El movimiento es el resultado de combinar las
velocidades de las ruedas de la izquierda con las de la derecha.

E.- Síncrona.

Consiste en la actuación simultánea de todas las ruedas, que giran de forma
síncrona. La transmisión se consigue mediante coronas de engranajes ("syncro
drive") o con correas concéntricas.
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F.- Omnidireccional.

Este sistema de tracción de basa en la utilización de tres ruedas directrices y
motrices. Esta con�guración tiene tres grados de libertad, presentando la ventaja
de realizar un movimiento simultáneo e independiente de traslación y rotación.

Figura 1.3: Locomoción de los robots móviles [1].

El control de los robots móviles ha recibido una gran atención y es un tema de gran
interés en la investigación. Su objetivo radica en mejorar la e�ciencia de sus movimientos,
lo cual se logra a partir del diseño y sintonización de su sistema de control para realizar
una tarea en especí�co (seguimiento y regulación) [5]. Es así, su importancia práctica en sus
aplicaciones, como en el reconocimiento espacial o terrestre [6], en la cosecha de vegetales
[7], en el manejo de materiales [8], sillas de ruedas eléctricas [9], en tarea cooperativa
[10], tareas de detección y localización de minas [11], entre otros. Donde el incremento
de la e�ciencia en los movimientos del robot se ha vuelto más signi�cativo en los últimos años.

Los controladores Proporcional-Integral (PI), Proporcional-Derivativo (PD),
Proporcional-Integral-Derivativo (PID) han sido ampliamente utilizados en aplicaciones
industriales a pesar de las estrategias avanzadas de control [12] debido a que continúan
siendo una solución �able, robusta, práctica y simple para el control de procesos (Figura
1.4). Además, el controlador PID es una de las estrategias de control de bajo nivel más
utilizadas y su respuesta depende de la con�guración de los parámetros de control.

Asimismo, encontrar los parámetros de control adecuados en el robot móvil es una
tarea crucial para aumentar el rendimiento del sistema de control, donde el diseñador
debe sintonizar las ganancias del sistema de control con el �n de garantizar un cierto
comportamiento en el proceso. Por lo tanto, para realizar una tarea con mayor precisión
se requiere de una buena sintonización. De ahí que un número importante de trabajos de
investigación se han orientado a mejorar su rendimiento y prestaciones [13].

Se han estado proponiendo y usando diversas metodologías de sintonización a través del
tiempo, de las cuales se pueden clasi�car en cuatro grupos [14], [15]:
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Figura 1.4: PID (Proporcional, Integral, Derivativo)

I.- Método analítico.

Para llevar a cabo la sintonización del controlador se analiza la estabilidad del
sistema en lazo cerrado teniendo en cuenta las propiedades del sistema. (Para
sistemas no lineales se utiliza funciones de Lyapunov, y para sistemas lineales se
utiliza lugar geométrico de las raíces, etc.)

II.- Método heurístico.

La sintonización del controlador se logra por la experiencia práctica en la
sintonización manual pero se aplica para sistemas lineales. Por ejemplo, la regla
de Ziegler-Nichols.

III.- Método de optimización.

Se formula el problema de sintonización como uno de programación matemática
y se utilizan técnicas de optimización numérica (Se resuelve fuera de línea).

IV.- Método de auto-sintonización o adaptable.

Se utilizan estrategias basadas en uno o la combinación de los enfoques
anteriormente mencionados en un proceso de tiempo real (Se resuelve en línea).

Trabajos recientes se han estado enfocando en la sintonización de controladores lineales
con base en métodos de optimización cuya solución se realiza con algoritmos bio-inspirados
[16], [17], [18]. Estos trabajos se desarrollan a través de plantas “benchmark” en donde se
muestra la importancia de utilizar este tipo de estrategias de sintonización principalmente
cuando se tienen varios compromisos a satisfacer. Algunos de los bene�cios de este tipo
de sintonización se pueden observar en la estimación del estado de un operador [19], en
el seguimiento del sol para paneles solares [20], cargas distintas en el efector �nal de
manipuladores [21], en la dosi�cación del medicamento en el tratamiento de cáncer [22], en
el diseño integrado estructura-control de sistemas mecatrónicos [23], [24], entre otros.

En las últimas décadas se han estado utilizando algoritmos bio-inspirados en donde
toma la abstracción de conceptos de la teoría de evolución natural, la supervivencia del más
apto en la naturaleza, su organización social de individuos, etc. para la sintonización de
controladores con base en métodos de optimización [25], [26], [27], [28]. Se han incorporado
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algunas estrategias en los algoritmos bio-inspirados como en [29], donde se actualiza la
ecuación de velocidad en la optimización de enjambre de partículas (PSO) y por lo tanto el
rendimiento de seguimiento del controlador PID en un péndulo se mejora mediante el uso
de las ganancias óptimas obtenidas del controlador. La principal motivación de utilizar este
tipo de algoritmos se debe al manejo e�cientemente de múltiples compromisos, los cuales en
su mayoría de las veces entran en con�icto debido a su naturaleza no lineal. Sin embargo,
para obtener buenos resultados con estos algoritmos es necesario conocerlos con detalle, ya
que un algoritmo bio-inspirado hay que elegir múltiples componentes y parámetros, de los
que va a depender la calidad del resultado y la e�ciencia del algoritmo.

Por otra parte, se debe desarrollar una prueba estadística para validar el desempeño de
los resultados obtenidos del algoritmo para buscar la solución. Un ejemplo de la e�ciencia de
los algoritmos se muestra en [30], donde se utiliza un algoritmo genético para automatizar
el proceso de sintonización de redes ópticas pasivas reduciendo el tiempo de sintonización.
Otras investigaciones que proporcionan información útil en la simulación sobre el proceso
de sintonización del sistema PID de control de dos grados de libertad en el trabajo [31]. Se
desarrolló un problema de optimización multiobjetivo en el que se utiliza algoritmo genético
de clasi�cación no dominado. Se presenta una evaluación comparativa del desempeño de lazo
cerrado para el PID óptimo y un PID difuso óptimo de un sistema de control en red a través
de cuatro variantes del algoritmo de optimización mediante cúmulos de partícula (PSO).
La robustez en las ganancias de control PID basadas en el algoritmo PSO se obtiene para
tres tanques de sistema hidráulico en [32], considerando las restricciones de la función de
sensibilidad en el problema de optimización. Los resultados de la simulación con�rman que
esas ganancias fueron útiles cuando las perturbaciones del sistema no se han considerado en
la fase de diseño, como en el caso en que los sistemas lineales sólo se consideran en el proceso
de optimización en lugar de los no lineales. Sin embargo, en la aplicación real (pruebas de
laboratorio con un prototipo experimental) contemplan varias incertidumbres no lineales,
tales como ruido en la señal de entrada/salida, reacción, etc., donde no se incluyen en el
problema de optimización debido a que son previamente desconocidas.

En el presente trabajo se propone obtener las ganancias óptimas del sistema de control
en un robot móvil omnidireccional (RMO) con base en un problema de optimización fuera
de línea, realizando un análisis estadístico comparativo entre las soluciones obtenidas por
algoritmos propuestos.

1.1. Planteamiento del problema

En este trabajo se dará solución al problema de la sintonización de las ganancias del
controlador del robot móvil omnidireccional, con base en la formulación de un problema
de optimización dinamica fuera de línea, en donde el problema a satisfacer es seguir una
trayectoria altamente no lineal, y a su vez, disminuir el consumo de energía.

Formalmente el problema de optimización dinámico se establece en las ecuaciones
(1.1)-(1.4), donde J̄ ∈ R es la función objetivo a minimizar, p∗ es el vector de las variables
de diseño, sujeto a la restricción dinámica del robot móvil omnidireccional de la ecuación
(1.2), considerando restricciones de igualdad inherentes en el diseño hi ∈ Rp y por último,
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los límites (mínimo y máximo) en el vector de las variables diseño p.

Min
p∗

J̄ (1.1)

Sujeto a:
dx

dt
= f(x, p) (1.2)

hi(t) = 0 ∀ i = 1, 2, ..., p (1.3)

pmin ≤ p ≤ pmax (1.4)

Debido a que el problema planteado anteriormente es altamente no lineal, no es posible
garantizar el mejor desempeño con un algoritmo en especí�co [33]. Por esta razón, se
propone un análisis estadístico del comportamiento de diversos algoritmos tanto del tipo
determinístico como estocásticos.

1.2. Objetivos

Objetivo general

Obtener las ganancias óptimas del sistema de control en un RMO con base en un
problema de optimización fuera de línea.

Objetivos particulares

Plantear y resolver el problema de sintonización óptima de las ganancias del sistema
de control del RMO.

Veri�car mediante simulación numérica los resultados obtenidos.

? Implementación de diversas técnicas meta-heurísticas para dar solución al problema de
optimización.

? Veri�car mediante pruebas experimentales los resultados obtenidos.

? Análisis estadístico no paramétrico de las mejores soluciones.

(Nota: Los objetivos con el símbolo ? se anexaron con el objetivo de fortalecer el trabajo
propuesto de tesis.)

1.3. Contribución

Las principales contribuciones de este trabajo son las siguientes:

Desarrollo de una propuesta para la sintonización del controlador de un robot móvil
omnidireccional, a traves de un problema de optimización dinámica no lineal.
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Estudio estadístico comparativo de diversas técnicas de optimización, con el objetivo
de analizar el desempeño en la búsqueda de la solución de las ganancias óptimas de
robot móvil omnidireccional.

Validación experimental (pruebas de laboratorio) de la propuesta, con los resultados
obtenidos de este trabajo.

1.4. Organización del documento

El presente documento está organizado de la siguiente manera. El capítulo 2 se plantea
el desarrollo del modelo cinemático y dinámico que rige el comportamiento del RMO y el
planteamiento de la estrategia de control a utilizar. El capítulo 3 se formula un problema
de optimización dinámico para la sintonización del controlador PD. Asimismo, se describe
y visualiza la trayectoria a ejecutar para el RMO como tarea a satisfacer. En el capítulo 4
se presentan las técnicas de optimización utilizadas para resolver el problema planteado en
el capítulo 3. Además, se describe el funcionamiento de cada algoritmo implementado. El
capítulo 5 presenta los siguientes puntos: Análisis estadístico no paramétrico del desempeño
de los algoritmos, comportamiento de la convergencia de los algoritmos, análisis de los
resultados óptimos, comprobando dichos resultados en su etapa de simulación y experimental.
Finalmente, en el capítulo 6 se mencionan las conclusiones de este trabajo de investigación
y propuestas de trabajo a futuro.



Capı́tulo 2
Modelo cinemático y dinámico del RMO

El desarrollo y explicación del modelo cinemático y dinámico del RMO fue obtenido a
partir de [34].

2.1. Modelo cinemático

La cinemática es el estudio del movimiento del robot en función de su geometría sin
considerar las fuerzas que lo ocasionan. Su análisis se basa en las variables de posición junto
con sus derivadas (velocidad, aceleración, etc.).

Desde el punto de vista de la cinemática, la principal diferencia entre un robot
manipulador y un robot móvil estriba en la naturaleza y disposición de sus articulaciones. En
el robot manipulador, se suele modelar en forma de cadena cinemática abierta, compuesta de
una alternancia de sólidos rígidos con articulaciones de un solo grado de libertad (prismático
o de revolución). Por el contrario, la estructura cinemática de un robot móvil, se puede
considerar como un conjunto de cadenas cinemáticas cerradas, cuyo número esta dado por
la cantidad de ruedas que estén en contacto con el suelo.

Para construir el modelo cinemático del RMO se consideran las siguientes hipótesis:

1.- El robot se mueve sobre una super�cie plana.

2.- Los ejes de guiado son perpendiculares al suelo.

3.- El deslizamiento es despreciable.

4.- No existen elementos �exibles en la estructura del robot(incluidas las ruedas).

5.- No se considera ningún tipo de fricciones en elementos móviles de robot, o contra el
suelo.

En la Figura 2.1 se observa el diagrama esquemático del RMO, donde r es el radio de
la rueda, θi ∀ i = 1, 2, 3 es la posición angular de la rueda, m es la masa del RM0, Iz es el
momento de inercia del RMO, L es la distancia del centro de masa al centro de la llanta.

9



10 CAPÍTULO 2. MODELO CINEMÁTICO Y DINÁMICO DEL RMO

Figura 2.1: Diagrama esquemático del RMO.

Se asume que el sistema de coordenada absoluto Xw − Yw cuyo origen es Ow, esta �jo en
el plano, el sistema de coordenada de movimiento Xm − Ym cuyo origen es Om esta �jo al
centro de gravedad del RMO y la coordenada en el eje Z de ambos orígenes son paralelos.
La distancia entre el centro de gravedad a las ruedas se representa como L y δ es el ángulo
entre el eje Xm con respecto a la perpendicular común de la rueda. Considere φw el ángulo
entre el sistema de coordenada de movimiento y el sistema de coordenada absoluto por lo
que el mapeo de las velocidades relativas del móvil (ẋm, ẏm, φ̇m) a las velocidades absolutas
en el sistema coordenado Xw − Yw , está dado por:

ẋw = ẋm cos(φw)− ẏm sin(φw) (2.1)
ẏw = ẋm sin(φw) + ẏm cos(φw)

φ̇w = φ̇m

Considerando η̇m =
[
ẋm, ẏm, φ̇m

]T
como el vector de velocidad lineal y angular del movil

con respecto al sistema de coordenada de movimiento Xm−Ym y η̇w =
[
ẋw, ẏw, φ̇w

]T
como el

vector de velocidad lineal y angular del móvil con respecto al sistema de coordenada absoluto
(inercial) Xw − Yw, la ecuación (2.1) se puede representar como:

η̇w =w
m Rη̇m (2.2)
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Donde w
mR es la matriz de rotación.

w
mR =

 cos(φw) − sin(φw) 0
sin(φw) cos(φw) 0

0 0 1

 (2.3)

2.1.1. Análisis cinemático del RMO

Para obtener el modelo cinemático del RMO, se debe conocer la ecuación de movimiento
de dos puntos en un cuerpo rígido (ver Figura 2.2) que está dado por:

Figura 2.2: Representación esquemática del movimiento de dos puntos en un cuerpo rígido.

Vp = VQ + w × rp/Q

Donde Vp, VQ es la velocidad en el punto p y Q respectivamente, w es la velocidad angular
del cuerpo rigido y rp/Q es la distancia de p a Q.

Utilizando la ecuación de movimiento de dos puntos en un cuerpo rigido, se puede obtener
la relación entre las velocidades lineales de las ruedas Vi con la velocidad lineal ẋm, ẏm y
angular φm del móvil. Considerando δ = π

6
rad = 300, sin(δ) = 1

2
, cos(δ) =

√
3

2
, resultando

(ver Figura 2.3):

V1 = ẋm cos(δ) + ẏm sin(δ) + Lφ̇m

V2 = −ẏm + Lφ̇m

V3 = −ẋm cos(δ) + ẏm sin(δ) + Lφ̇m

V1 =

√
3

2
ẋm +

1

2
ẏm + Lφ̇m (2.4)

V2 = −ẏm + Lφ̇m

V3 = −
√

3

2
ẋm +

1

2
ẏm + Lφ̇m
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Figura 2.3: Representación esquemática de las velocidades del RMO.

Debido a que la i− ésima velocidad lineal de la rueda está dado por:

Vi = rθ̇i

La ecuación (2.4) resulta de la forma

R̄θ̇ = ĀT η̇m (2.5)

Donde θ̇ =
[
θ̇1, θ̇2, θ̇3

]T
es el vector de velocidad angular de la rueda, η̇m =

[
ẋm, ẏm, φ̇m

]T
es el vector de velocidad lineal, R̄ = diag(r, r, r) una matriz diagonal que contiene los radios
de las tres ruedas y angular del móvil y la matriz.

ĀT =


√

3
2

1
2

L
0 −1 L

−
√

3
2

1
2

L


Si se desea expresar la ecuación (2.5) con respecto a las velocidades en el sistema de

coordenadas inercial (transformación del modelo cinemático en la ecuación (2.5) en las
coordenadas �jas), se debe considerar η̇m =w

m Rη̇w (obtenida de la ecuación (2.2)) por lo
que resulta:

R̄θ̇ = ĀT
w

mR
T η̇w (2.6)
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2.1.2. Análisis de fuerzas y momentos

Para realizar el análisis de las fuerzas y momentos, así como la velocidad resultante en el
centro del RMO, se considera el esquema mostrando en la Figura 2.4.

Figura 2.4: Representación esquemática de las fuerzas del RMO.

Realizando un análisis de fuerzas y momentos se tiene:

∑
Fx = Fmx

Fr1 cos(δ)− Fr3 cos(δ) = Fmx (2.7)

∑
Fy = Fmy

Fr1 sin(δ)− Fr2 + Fr3 sin(δ) = Fmx (2.8)

∑
MCM = τm

Fr1L+ Fr2L+ Fr3L = τm (2.9)

Considerando δ = π
6
rad = 300, sin(δ) = 1

2
, cos(δ) =

√
3

2
, las ecuaciones (2.7)-(2.9) se

pueden expresar de la forma:
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Fm = ĀFr (2.10)

Donde Fm = [Fmx, Fmy, τm]T ,Fr = [Fr1, Fr2, Fr3]T y

Ā =


√

3
2

0 −
√

3
2

1
2
−1 1

2

L L L


2.1.3. Matriz Jacobiano

La matriz Jacobiana relaciona las fuerzas ejercidas por las ruedas del RMO,
i.e.,τ = JTFw.

Para el caso particular, la matriz Jacobiana se obtiene de la ecuación (2.11):

Fr =
(
w
mRĀ

)−1
Fw (2.11)

Fr = ĴTFw

Donde

ĴT =
(
w
mRĀ

)−1
=


√

3
3

cosφw − 1
3

sinφw
1
3

cosφw +
√

3
3

sinφw
1

3L
2
3

sinφw −2
3

cosφw
1

3L

−1
3

sinφw −
√

3
3

cosφw
1
3

cosφw −
√

3
3

sinφw
1

3L

 (2.12)

Así, considerando que τi = R̄Fri, la ecuación (11) resulta:

τ = JT R̄Fw (2.13)

Donde τi es el par ejercido por la rueda, R̄ = diag(r, r, r) una matriz diagonal que contiene
los radios de las tres ruedas.
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2.2. Modelo dinámico del RMO

2.2.1. Dinámica de la plataforma móvil

El modelo dinámico de cualquier sistema, es la representación matemática que expresa la
relación entre el movimiento y las fuerzas que lo generan. Esta representación se conoce como
ecuación de movimiento y es parte fundamental durante el diseño, simulación, animación e
incluso en el desarrollo de estrategias de control de cualquier robot.

Para realizar el modelo dinámico de la plataforma móvil se considera la formulación
Euler-Lagrange, que involucra la energía potencial y cinética de todos los componentes del
sistema. Considere que el sistema de coordenada Om se encuentra en el centro de gravedad
del móvil. El sistema de coordenada Om′ está alineado al sistema de coordenada Om y tiene
las coordenadas s1 y s2 con respecto al sistema de coordenada Om como se observa en la
Figura 2.5.

Figura 2.5: Diagrama esquemático del RMO.

La velocidad del centro de masa con respecto a Om es:

VC.M. = Vm +Wm ×
[
s1 s2 0

]T
VC.M. =

[
ẋm − φ̇m s2 ẏm + φ̇m s1 0

]T
Donde Wm =

[
0 0 φ̇m

]T
, Vm =

[
ẋm ẏm 0

]T .
Se considera el movimiento del móvil no es afectado por efectos de la gravedad, por lo

que la energía potencial del sistema es cero. La energía cinética está dada por la energía
debida a su rotación y traslación del RMO.

El Lagrangeano para el RMO está dado por:
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L =
1

2
mV T

C.M.VC.M. +
1

2
φ̇2
mIz

=
1

2
m
(
ẋ2
m + ẏ2

m − 2ẋmφ̇ms2 + 2ẏmφ̇ms1 + φ̇2
ms

2
2 + φ̇2

ms
2
1

)
+

1

2
φ̇2
mIz

Considerando las coordenadas generalizadas η̇m =
[
ẋm, ẏm, φ̇m

]T
y Fm las fuerzas

generalizadas, las ecuaciones de movimiento de Lagrange resulta.

d

dt

(
δL

δη̇m

)
− δL

δηm
= Fm (2.14)

donde

∂L

∂ηm
= 0

∂L

∂η̇m
=



∂L

∂ẋm

∂L

∂ẏm

∂L

∂φ̇m


=


mẋm − S2φ̇mm

mẏm +mS1φ̇m

mS2
2 φ̇m +mS2

1 φ̇m −mẋmS2 +mẏmS1 + Izφ̇m



d

dt
(
∂L

∂η̇m
) =

[
∂

∂ẋm
(
∂L

∂η̇m
)ẍm +

∂

∂ẏm
(
∂L

∂η̇m
)ÿm +

∂

∂φ̇m
(
∂L

∂η̇m
)φ̈m +

∂

∂Ṡ1

(
∂L

∂φ̇m
)S̈1 +

∂

∂Ṡ2

(
∂L

∂φ̇m
)S̈2

]

=



mẍm −mS2φ̈m −mφ̇mṠ2

mÿm +mS1φ̈m +mφ̇mṠ1

−mS2ẍm +mS1ÿm +mS2
2 φ̈m +mS2

1φm + Izφ̈m + ...

2mS1φ̇mṠ1 +mẏmṠ1 + 2mS2φ̇mṠ2 −mẋmṠ2


(2.15)

Obteniendo las ecuaciones de movimiento de Lagrange de la ecuación (2.14), considerando
Fm = ĀF de la ecuación (2.10) y posteriormente estableciendo s1 = s2 = 0 y ṡ1 = ẋm, ṡ2 = ẏm
se puede obtener el modelo dinámico de la ecuación (2.16).

M̃η̈m + H̃η̇m = ĀFr (2.16)

Donde:

M̃ =

 m 0 0
0 m 0
0 0 Iz
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H̃ =

 0 −φ̇m 0

φ̇m 0 0
0 0 0


2.2.2. Dinámica de la rueda

La rueda omnidireccional se de�ne como una rueda estándar a la cual se a dotado de
una corona de rodillos, cuyos ejes de giro resultan perpendiculares a la dirección normal de
avance. En la Figura 2.6, se muestra la representación esquemática de una rueda.

Figura 2.6: Representación de una rueda.

Al aplicar la segunda ley de Newton para el movimiento rotacional en la Figura 2.6, se
tiene:

∑
MOi = Jθ̈i

rFi − rFri = Jθ̈i

τi − rFri = Jθ̈i (2.17)

Donde τi es el par ejercido por el motor de la i− ésima rueda.

Para el caso general de las tres llantas se tiene:

τ − R̄Fr = J̄ θ̈ (2.18)

Donde: τ = [τ1, τ2, τ3]T , Fr = [Fr1, Fr2, Fr3]T , R̄ = diag (r, r, r), θ̈ =
[
θ̈1, θ̈2, θ̈3

]T
,

J̄ = diag(J, J, J)

Otra forma de expresar la ecuación (2.18) es:

τ − R̄Fr = J̄ θ̈ (2.19)
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2.2.3. Acoplamiento plataforma móvil-rueda

Se ha descrito el modelo dinámico del RMO sin considerar las causas que generan su
desplazamiento, así mismo, se ha desarrollado el análisis de los pares y fuerzas que generan
el desplazamiento del RMO y el modelo dinámico de la rueda sin considerar deslizamiento. A
continuación los modelos deben ser integrados en uno solo, para describir el comportamiento
total del RMO.

Considere la dinámica de la plataforma móvil de la ecuación (2.16) dada por:

M̃η̈m + H̃η̇m = ĀFr (2.20)

Y la dinámica de la rueda de la ecuación (2.18) expresada en las coordenadas η̈m
(considerar la ecuación (2.5))

τ − R̄Fr = J̄R̄−1ĀT η̇m (2.21)

El modelo dinámico completo del RMO se obtiene sustituyendo Fr de la ecuación (2.21)
e incluyéndolo en la ecuación (2.20), de tal forma que resulta:

M̃η̈m + H̃η̇m = Ā
(
R̄−1τ − R̄−1J̄R̄−1ĀT η̇m

)
(2.22)

Agrupando términos en la ecuación (2.22)

M̃η̈m + H̃η̇m = B̄τ (2.23)

Donde M̄ = M̃ + ĀR̄−1J̄R̄−1ĀT , B̄ = ĀR̄−1

M =

 m+ 3J
2r2

0 0
0 m+ 3J

2r2
0

0 0 3JL2

r2
+ Iz


Representando el modelo de la ecuación (2.23) en las coordenadas �jas ηw, por lo que se

debe considerar la ecuación (2.2), i.e., η̇m =w
m RT η̇w y η̈m =w

m RT η̈w +w
m Ṙ

T η̇w

M̌η̈w + Čη̇w = B̄τ (2.24)

Donde M̌ = M̄w
mR

T , Č = M̄w
mṘ

T + H̃w
mR

T , B̄ = ĀR̄−1

Explícitamente las matrices en el modelo de la ecuación (2.24) resulta:

M̌ =

 2mr2+3J
2r2

cosφw
2mr2+3J

2r2
sinφw 0

−2mr2+3J
2r2

sinφw
2mr2+3J

2r2
cosφw 0

0 0 3JL2

r2
+ Iz



Č =

 − 3J
2r2
φ̇w sinφw

3J
2r2
φ̇w cosφw 0

− 3J
2r2
φ̇w cosφw − 3J

2r2
φ̇w sinφw 0

0 0 0
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B̌ =


√

3
2r

0 −
√

3
2r

1
2r
−1
r

1
2r

L
r

L
r

L
r


2.2.4. Representación en espacio de estados

Sea x = [x1, x2, x3, x4, x5, x6]T =
[
xw, yw, φw, ẋw, ẏw, φ̇w

]T
el vector de estado

correspondiente a la posición y velocidad lineal y angular del RMO en el sistema de
coordenadas inercial y u = [u1, u2, u3]T = [τ1, τ2, τ3]T el vector de par de entrada en las
ruedas, el modelo dinámico de la ecuación (2.24) representado en el espacio de estados esta
dado por:

ẋ = f (x) + g (x)u (2.25)

y = Cx (2.26)

Donde:

f (x) =
[
x4 x5 x6 −α1x6x5 −α1x4x6 0

]T

g (x) =


0 0 0
0 0 0
0 0 0

−α2β2 2α2 sinx3 −α2β1

α2β4 −2α2 cosx3 α2β3

α3 α3 α3


C = IεR6x6

α1 = 3J
2mr2+3J

; β1 =
√

3 cosx3 + sinx3

α2 = r
2mr2+3J

; β2 = sinx3 −
√

3 cosx3

α3 = Lr
3JL2+Izr2

; β3 = cosx3 −
√

3 sinx3

; β4 = cosx3 +
√

3 sinx3
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2.3. Sistema de control

2.3.1. Control PD en espacio de operación

Sea el sistema descrito por ẋ = f (x) + g (x)u, se propone el siguiente controlador:

u = JT v̄

Con

v̄ = kpe+ kdė

Donde e =
[
x̄d − x1, ȳd − x2, φ̄d − x3

]T es el error de posición lineal y angular
del móvil entre la trayectoria deseada x̄d, ȳd, φ̄d y los estados reales del sistema,
ė =

[
x̄d − x4, ȳd − x5, φ̄d − x6

]T es la velocidad del error y kp = diag (kp1, kp2, kp3) εR3x3,
kd = diag (kd1, kd2, kd3) εR3x3 son matrices de�nidas positivas que contienen las ganancias
proporcional y derivativa del controlador.

La matriz Jacobiana J se obtiene de la ecuación (2.12), la cual se expresa a continuación:

J =

 β̄1
3

2
3

sinφ − β̄2
3

β̄3
3
−2

3
cosφ β̄4

3
1

3L
1

3L
1

3L


Donde: β̄1 =

√
3 cosx3 − sinx3, β̄2 = sinx3 +

√
3 cosx3, β̄3 = cosx3 +

√
3 sinx3,

β̄4 = cosx3 −
√

3 sinx3



Capı́tulo 3
Sintonización del controlador con base en un
problema de optimización dinámica

Introducción

La optimización enfocada en aplicaciones de la ingeniería, es el proceso de encontrar la
mejor solución posible para un determinado problema bajo ciertas circunstancias. Muchos
problemas de optimización para sistemas mecatrónicos óptimos consisten en la búsqueda
de la mejor con�guración dentro de un conjunto de variables de diseño para lograr obtener
ciertos objetivos propuestos, en pocas palabras, tiene como objetivo comparar e identi�car
la mejor solución. De tal forma, al plantear dichos problemas de optimización en sistemas
mecatrónicos óptimos se deben cumplir tres etapas [35]:

Formulación del problema de optimización.

Selección y análisis de la técnica de optimización que da solución al problema.

Análisis de la solución óptima desde el punto de vista ingenieril.

Algunos ejemplos de problemas de optimización planteados en la literatura son:
diseño paramétrico de mecanismos [36], optimización de sistemas mecatrónicos, diseño de
manipuladores, sintonización de los controladores lineales [15], etc. De tal forma, para los
ejemplos antes mencionados no existe ninguna técnica de optimización que pueda resolver
e�cientemente todo tipo de problemas [33] de ahí el desarrollo de diversos métodos a lo largo
de los años.

Al obtener las mejores soluciones posibles dentro de un problema de optimización se
puede conseguir una gran diversidad de valores óptimos, ya sean máximos y mínimos locales
o globales. En la Figura 3.1 se puede observar un ejemplo grá�co del comportamiento de
una función f(x) no lineal sobre un conjunto de soluciones factibles. En la mayoría de los
problemas de optimización se pretende obtener ya sea un máximo o mínimo global (x1 ó x4,
respectivamente), con el �n de obtener la mejor solución posible al problema.

En esta sección se plantea un problema de optimización para la sintonización de un
controlador PD, donde se tiene como objetivo la búsqueda de los valores óptimos de las
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Figura 3.1: Máximos y mínimos dentro de una función multimodal.

ganancias kp y kd, de tal forma que genere una respuesta del sistema conforme a los
requerimientos del control. La sintonización óptima del controlador se vuelve una tarea
altamente demandante por la industria, debido a que las ligeras variaciones de los valores de
los parámetros del controlador pueden llegar a la inestabilidad del sistema controlado al no
existir una relación entre ellas [37].

3.1. Formulación del problema de optimización.

Para la sintonización óptima del controlador se plantea un problema de optimización
dinámica (POD) fuera de línea con el propósito de encontrar los parámetros del control PD en
el espacio de operación de un RMO considerando una trayectoria prede�nida, garantizando
el mínimo error de posición, orientación y consumo de energía. Formalmente el POD se
establece por la ecuación (3.1), donde J̄ ∈ R es la función objetivo a minimizar, p∗ el vector
de las variables de diseño, sujeto a la restricción dinámica de la ecuación (3.2) dada por la
ecuación diferencial que describe el comportamiento dinámico del RMO, la restricción de
igualdad dinámica de la ecuación (3.3) que describe la trayectoria deseada a seguir del RMO
y por último, los límites (mínimo y máximo) en el vector de las variables diseño descrito en
la ecuación (3.4).

Min
p∗∈R6

J̄ (3.1)

Sujeto a:
dx

dt
= f(x, p) (3.2)

h(t) = 0 (3.3)

pmin ≤ p ≤ pmax (3.4)
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3.1.1. Variables de diseño

El problema de optimización consiste en encontrar la mejor solución para las variables de
diseño del vector p∗. Por tal motivo, el vector resultante con los parámetros del control PD
del RMO se establece en la ecuación (3.5).

p = [kp1, kp2, kp3, kd1, kd2, kd3]T (3.5)

3.1.2. Función objetivo

La función objetivo expresada por la ecuación (3.6), considera los errores de posición
(e1, e2) y orientación (e3) en el espacio de coordenadas Cartesianas, esto con el propósito
de minimizar el error entre la trayectoria propuesta y la trayectoria generada por el RMO.
Sin embargo, es importante notar que dicha ecuación utiliza en el término del error de
orientación una conversión, del espacio angular al espacio lineal, denotado en la ecuación
por el término L2. Donde L es la distancia del centro del robot móvil a la llanta.

J̄1 =

(∫ tf

0

e2
1 +

∫ tf

0

e2
2 + L2

∫ tf

0

e2
3

)
dt (3.6)

Por otra parte, la función objetivo expresada por la ecuación (3.7), tiene como propósito
minimizar el consumo de energía, con el objetivo de llevar acabo pruebas experimentales con
mayor e�ciencia energética. Por lo tanto, al formular dicha función objetivo involucrando el
consumo de energía, se considera que la señal de control (uc) sea igual al par mecánico del
RMO(τm), dado por la ecuación (3.8). Esto se deduce a partir de las ecuaciones dinámicas del
RMO, debido que en dichas ecuaciones se involucra la energía cinética, la cual es proporcional
a la señal de control requerido para estabilizar el sistema en la ejecución de una tarea
(seguimiento o regulación) [38].

J̄2 =

(∫ tf

0

u2
1 +

∫ tf

0

u2
2 +

∫ tf

0

u2
3

)
dt (3.7)

Para poder relacionar las señales de control y de par mecánico del RMO se transforma la
expresión (3.8) en términos de potencia (3.9). Donde la potencia consumida por la señal de
control está dada por Pc = V I y la potencia del par de entrada en las ruedas por Pm = φ̇τm.

uc = τm (3.8)

Pc = Pm (3.9)

Finalmente, para resolver el POD con los dos objetivos propuestos se implementa el
criterio de sumas ponderadas, lo cual escalariza el conjunto de objetivos en un único objetivo
mediante la pre-multiplicación de cada uno con un peso suministrado por el diseñador para
asignar prioridad en la minimización del objetivo de mayor interés [39]. Donde al realizar una
serie de pruebas de simulación para encontrar el mejor compromiso posible en la asignación
de los parámetros (µ1 y µ2) del criterio de sumas ponderadas [40], se llegó a la conclusión que
entre más ponderación se asigne a la función objetivo del error, mejores serán los resultados
proporcionados por el algoritmo, satisfaciendo la siguiente condición: µ1 + µ2 = 1. Por tal
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motivo, se utilizó la siguiente propuesta para dichos valores de la ecuación (3.10): donde
µ1 = 0.95 y µ2 = 0.05.

J̄ = µ1J̄1 + µ2J̄2 (3.10)

3.1.3. Restricciones de diseño

Para formular el POD, es necesario contemplar el modelo dinámico en el espacio de
estados del RMO presentado en el capítulo 2 por la ecuación (2.25), como una restricción de
igualdad en el problema de optimización.

Por otro lado, la función del epicicloide se establece como la trayectoria a seguir altamente
no lineal incluido en el problema de optimización como una restricción de igualdad. Su
parametrización se observa en la ecuación (3.11), donde f = 1

60
y fphi = 1

120
.

x̄d = 0.8181 cos(2πft) + 0.1818 cos(9πft)
ȳd = 0.8181 sin(2πft)− 0.1818 sin(9πft)

φ̄d = 0.4363 cos(2πfphit)
(3.11)

Se utiliza el polinomio de Bézier de 5to orden con el propósito de generar una trayectoria
suave del punto de inicio del RMO al punto inicial de la trayectoria parametrizada de la
función epicicloide. La ecuación que describe el polinomio de Bézier está dada por (3.12) tal
que ∆i = ti−t1

t2−t1 donde: ti es el tiempo, t1 = 0 segundos es el tiempo inicial de la trayectoria
Bézier y t2 = 10 segundos es su respectivo tiempo �nal. Este comportamiento se observa en
la Figura 3.2a y Figura3.2b.

ϕi = ∆5
i (126− 420∆i + 540∆2

i − 315∆3
i + 70∆4

i ) (3.12)
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Figura 3.2: Grá�cas de Bézier

Por último, en la Figura 3.3a, se observa la trayectoria �nal a seguir del RMO, en la Figura
3.3b, Figura 3.3c y Figura 3.3d se observa el comportamiento de la función parametrizada a
lo largo del tiempo para los componentes x̄d, ȳd y φ̄d, respectivamente.
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Capı́tulo 4
Técnicas para la solución del problema de
optimización dinámica

Introducción

Actualmente los problemas de optimización están enfocados a sistemas no lineales,
esto se atribuye a la necesidad y la demanda de solucionar problemas del mundo real. No
obstante, esto origina que los problemas de optimización sean más difíciles de resolver,
causando que dichos problemas obtengan características de funciones multimodales, y
una alta dimensionalidad en el espacio de búsqueda. Por lo anterior, los problemas de
optimización pueden presentar varias soluciones óptimas locales volviendo más complicado
garantizar si existe una solución óptima global.

Para encontrar las soluciones óptimas a los problemas de optimización se debe
seleccionar una técnica de optimización adecuada al problema. En la Figura 4.1 se muestra
una clasi�cación de las técnicas de optimización empleada en la literatura, la cual se divide
en dos grupos importantes: grupo determinístico y grupo estocástico. No obstante, existen
diferentes formas de clasi�car las técnicas de optimización.

El grupo determinístico, son aquellas técnicas donde se basan en un modelo matemático
donde las mismas condiciones iniciales producirán los mismos resultados, al no contemplar la
existencia de aleatoriedad, ya que el término determinista signi�ca que sin importar lo que
haga el proceso (ó algoritmo), sólo hay una cosa que puede hacer a continuación (es decir,
el paso siguiente se determina por los pasos anteriores) [41]. Existen varias desventajas en
este grupo determinístico, una de ellas son las condiciones iniciales, ya que pueden afectar la
búsqueda de la solución óptima al repetir en diversas corridas las mismas soluciones. Otra
importante desventaja de este grupo determinístico son las técnicas con base en el gradiente,
ya que éstas resultan ine�cientes y en ocasiones inoperantes, debido a que estas técnicas
requieren la primera derivada de la función objetivo, la cual no siempre está disponible en
los problemas del mundo real.

El grupo estocástico, son aquellas técnicas donde existe aleatoriedad en alguna parte del
proceso (ó algoritmo) en la búsqueda de la solución óptima. Esto se atribuye porque algún
elemento no se conoce con anticipación, incorporando así incertidumbre en la búsqueda,
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Técnicas de
optimización



Determinístico



Programación lineal {método Simplex

Programación no lineal



Métodos de Búsqueda directa
*Hooke-Jeeves
Métodos de Búsqueda Indirecta
(Con base en el gradiente)
* Cauchy
* Fletcher-Reeves
* Newton
* Davidon-Fletcher-Powell

Estocástico


Meta-heurístico



Algoritmos Genéticos
Algoritmo de las luciérnagas
Algoritmo del muerciélago
Colonia de Abejas
Colonia de Hormigas
Evolución Diferencial
Optimización de Cúmulo de Particulas

Figura 4.1: Técnicas de optimización

donde las técnicas determinísticas no pueden implementarse a falta de información. Por
esta razón, aparecen las técnicas meta-heurísticas, donde estas técnicas tratan de apartarse
de óptimos locales orientando la búsqueda en cada momento dependiendo de la evolución
del proceso de búsqueda. En otras palabras, utiliza criterios de exploración y explotación
para la búsqueda de óptimos globales, donde son un procedimiento en el cual tienen un
alto grado de con�anza para encontrar la solución óptima en un problema de optimización
con un coste computacional razonable [42]. Sin embargo, en ocasiones dichas técnicas no se
puede garantizar su optimalidad o su factibilidad.

Las meta-heurísticas permiten encontrar una buena solución a través de imitar fenómenos
observados en la naturaleza cuyo diseño tiene inspiración biológica, social, cultural, etc. por
lo cual también se les denominan técnicas bio-inspiradas y parecen estar asociados con la
inteligencia arti�cial. Algunas se basan en los patrones de vuelo de las aves, en la evolución
de las especies, en encontrar alimento, etc. Entre sus ventajas más representativas al utilizar
estos algoritmos es el no requerir información adicional durante la búsqueda de las soluciones,
tales como, el gradiente, la matriz Hessiana, condiciones iniciales de búsqueda, etc. Por tal
motivo, son las soluciones más factibles y con�ables en la búsqueda de óptimos globales.
Actualmente no se conoce una técnica que asegure encontrar el óptimo global de problemas
no lineales, por lo que se ha recurrido al uso de meta-heurísticas para resolver estos problemas.

Todas las técnicas meta-heurísticas tienen las siguientes características [43]:

Son algoritmos aproximados, por lo tanto, no garantizan la obtención de la solución
óptima.

Realiza una búsqueda ciega, es decir, no dispone de ningún conocimiento en especí�co
del problema, de manera que la búsqueda se basa exclusivamente de aptitud en la
función objetivo y se debe indicar cuándo detenerse.
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Aceptan en ocasiones malos movimientos. Algunas veces aceptan soluciones no factibles
como paso intermedio para acceder a nuevas regiones no exploradas.

En este capítulo se describen los algoritmos implementados para dar solución al problema
de sintonización del controlador PD planteado en el capítulo 3. Se utilizan diversos algoritmos
estocásticos (o bio-inspirados), tales como: evolución diferencial (ED) con las siguientes
ocho variantes: ED Rand 1 Bin, ED Rand 1 Exp, ED Best 1 Bin, ED Best 1 Exp, ED
Current to Rand 1, ED Current to Best 1, ED Current to Rand 1 Bin, ED Current to
Best 1 Bin, algoritmo del murciélago (BA), algoritmo de las luciérnagas (FA) y el algoritmo
de optimización mediante cúmulos de partículas (PSO). Asimismo, se utiliza un algoritmo
determinístico con base en el gradiente: programación cuadrática secuencial (SQP). Por
último, se explica de forma general las partes importantes y el pseudo-código de cada
algoritmo.

4.1. Programación Cuadrática Secuencial (SQP)

El algoritmo de programación cuadrática secuencial (Sequential Quadratic Programming),
es una técnica de optimización del grupo determinístico, donde su nombre se debe a que
en cada iteración se resuelve un problema cuadrático, el cual se basa en el cálculo del
gradiente de la función objetivo y de las restricciones. El algoritmo SQP esta con base
en la aplicación del método de Newton que contempla las condiciones de optimilidad de
Karush-Kunh-Tucker, y por lo tanto, presenta las mismas virtudes y limitaciones que el
método de Newton tradicional.

El algritmo SQP se divide en dos sub-problemas de optimización: la dirección de
búsqueda, y el calculo del paso de una iteración [44]. Para determinar la dirección de
búsqueda se formula un problema de programación cuadrática (QP) con base en una
aproximación cuadrática de la función lagrangiana, tal como se muestra en la ecuación (4.1);
donde J(p) es la función objetivo, gj(p) son las restricciones de desigualdad y hk(p) son las
restricciones de igualdad, ya que el algoritmo SQP no transforma el problema original con
restricciones en uno sin restricciones, sino que transforma el problema en una sucesión de
problemas cuadráticos con restricciones lineales [45].

L(p, λ) = J(p) +

ng∑
j=1

λj · gj(p) +

nh∑
k=1

λk · hk(p) (4.1)

Por tal motivo, el problema QP se obtiene linealizando las restricciones no lineales de
las ecuaciones (4.2)-(4.3), donde Hi = ∇2L es una aproximación de la matriz Hessiana
de�nida positiva de la función de Lagrangiana (4.1). En cada nueva iteración se hace una
aproximación de la matriz Hessiana Hi de la función Lagrangiana usando un método de
actualización Quasi-Newton, donde sólo requiere información de la primera derivada [46], el
cual se genera en este trabajo por el método Davidon-Fletcher-Powell (DFP). Por lo tanto,
si la dirección de búsqueda di resuelve el subproblema dado en (4.2 - 4.3) y di = 0, entonces
el vector de parámetros p es una solución óptima del problema original.

Min
p∗∈R6

J
1

2
dHid+∇J(pi)Td (4.2)
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sujeto a:

∇gj(pi)Td+ gj(p
i) ≤ 0, j = 1, ..., ng

∇hk(pi)Td+ hk(p
i) ≤ 0, k = 1, ..., nh

(4.3)

Implementación del algoritmo DFP

Paso 1:

Se escoge un punto inicial aleatorio p(0) ∈ Rn, para el criterio de paro se utiliza un
número máximo de iteraciones ε1, el paso λk ∈ [0, 1] ∈ R es seleccionado a través de la
solución de un problema de optimización en cada iteración. La inversa de matriz Hessiana
donde D0 = I ∈ Rnxn y se inicializa el algoritmo k = 0.

Paso 2:

Se evalúa ∇J̄(pk) donde implícitamente se requiere calcular las ecuaciones de sensibilidad
del sistema, para este caso de estudio se obtienen mediante el siguiente procedimiento:

I) Cálculo de la ecuación de sensibilidad del vector de estado con respecto al
vector de las variables de diseño.

El siguiente procedimiento es sólo para el vector de sensibilidad de una determinada
variable de diseño pi. Este procedimiento se utiliza de igual forma para encontrar el vector de
sensibilidad del resto del vector de las variables de diseño. La ecuación de la sensibilidad se
calcula mediante la derivación de ambos lados de la ecuación (4.4) con respecto a la i-ésima
variable del vector de variables de diseño pi como se observa en la ecuación (4.5).

ẋ = f(x+ g(x)u) (4.4)

∂

∂pi
ẋ =

∂

∂pi
(f(x) + g(x)u) (4.5)

Al expandir y derivar los términos de la ecuación (4.5) resulta la ecuación (4.6).

d
dt

(
∂x
∂pi

)
= ∂f(x)

∂x
∂x
∂pi

+

∂g(x)
∂x

∂x
∂pi
u+ g (x)

(
∂u
∂x

∂x
∂pi

+ ∂u
∂pi

) (4.6)

En el cual x̃i = [x̃i1, ..., x̃
i
6]T = [∂x1

∂pi
, ..., ∂x6

∂pi
]T ∈ R6, la ecuación de sensibilidad para pi (4.6)

resulta en la ecuación (4.7), donde: ∂f
∂x
∈ R6×6, ∂u

∂ki
∈ R3×1, ∂u

∂x
∈ R3×6, ∂g(x)

∂xi
∈ R6×3 ∀

i = 1, ..., 6 y ∇G = [∂g(x)
∂x1

, ∂g(x)
∂x2

, ..., ∂g(x)
∂x6

]T .

˙̃xi =
(
∂f
∂x

+ g (x) ∂u
∂x

)
x̃i+ ∇Gx̃iu+ g (x) ∂u

∂pi
∈ R6×1 (4.7)
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II) Cálculo del vector gradiente de la función objetivo con respecto al vector de
las variables de diseño.

Una vez que la ecuación de sensibilidad se calcula, el vector gradiente de la función objetivo
se obtiene como se puede ver en la ecuación (4.8), donde se pueden simpli�car términos con
∂J̄
∂ei

= 2ei, ∂ei
∂xi

= −1 ∀ i = 1, 2, 3, ∂ei
∂xj

= 0 ∀ i 6= j.

∇pi J̄ =
∂J̄

∂e

∂e

∂x

∂x

∂pi
∀ i = 1, ..., 6 (4.8)

Paso 3:

Se obtiene la dirección de búsqueda con ayuda de la matriz Hessiana y el gradiente de la
función Sk = Dk∇f(xk).

Paso 4:

El vector de las variables de diseño en el algoritmo se actualiza mediante la aplicación de
la ecuación (4.9).

pk+1 = pk − λ
∫ tf

0

∇pJ̄dt (4.9)

Paso 5:

Se actualiza la inversa de matriz Hessiana, por medio de una estimación utilizando el
método de DFP. De este modo la fórmula presentada por el método preserva las propiedades
de una matriz de�nida positiva y simétrica.

Dk+1 = Dk +
dxdxT

dxTdg
− dgDkdgTDk

dgTDkdg
(4.10)

donde:

dx = pk+1 − pk

dg = ∇f(pk+1)−∇f(pk)

Paso 6:

Si k 6 ε1 entonces el algoritmo se detiene por ser la condición de paro el número de
iteraciones, pero si no es así, se procede que k = k + 1 y se regresa al Paso 2.



32 CAPÍTULO 4. TÉCNICAS PARA LA SOLUCIÓN AL POD

4.2. Evolución diferencial (ED)

El algoritmo de evolución diferencial es una técnica de optimización presentado a
mediados de la década de los noventa por K. Price & R. Storn [47], la cual es una técnica de
búsqueda estocástica del óptimo de una función basada en la teoría de la evolución natural
que trata de encontrar la mejor solución factible a un problema.

El algoritmo es una herramienta simple pero poderosa para resolver problemas de
optimización, donde la generación de nuevos individuos se lleva a cabo mediante operadores
de reproducción (mutación y cruza). El operador de mutación está con base en la diferencia
de pares de soluciones con el �n de encontrar una dirección de búsqueda con base en la
distribución de soluciones en la población actual [48]. El operador de cruza es usado para
generar nuevas soluciones, permite el intercambio de información del vector padre y del
vector mutante para la generación siguiente, donde cada uno de los elementos del vector
hijo puede ser tomado del vector padre o del vector mutación con una probabilidad CR y
j = jrand. Por último, como mecanismo de selección, el nuevo hijo compite con su padre y lo
reemplaza si tiene una mejor aptitud.

Entre las di�cultades que se puede encontrar en el algoritmo de evolución diferencial
es la temprana convergencia a óptimos locales en funciones complejas con una alta
dimensionalidad del problema. El parámetro que relaciona la velocidad de convergencia es
el factor de mutación F . Una buena elección del parámetro F incrementa la precisión de la
solución y estimula la capacidad de escapar de óptimos locales. De este modo, la cualidad
para realizar una búsqueda local (explotación) se logra a través de valores de F pequeños y
para realizar una búsqueda global (exploración) se consigue con valores de F mayores. [49].
El pseudo-código del algoritmo de evolución diferencial se expone en el algoritmo 1.

El algoritmo comienza con una población de NP individuos. La población inicial distribuye
a los individuos aleatoriamente por el espacio de búsqueda. Las generaciones siguientes se
denotan como: G = 0, 1, 2, ..., Gmax. Cada individuo está representado con un vector de
D-parámetros (variables de diseño p de la ecuación (3.5)), resultando: xi,G = x1

i,G, ...x
D
i,G.

Después de obtener la población inicial se inicia un proceso iterativo en el que se aplica
a cada individuo los operadores básicos de mutación, cruza y selección.

Mutación

El operador de mutación conocido como ED/Rand/1/Bin es uno de los más utilizados
en la literatura, donde la mutación se crea a partir de tres individuos elegidos al azar dentro
de la población, tal como se observa en la ecuación (4.11).

ui,G+1 = xr1,G + F (xr2,G − xr3,G) (4.11)

Donde los subíndices r1, r2, r3 son tres individuos de la generación G aleatoriamente elegidos
y diferentes entre ellos. El factor de escala F es un parámetro de control positivo donde
controla la magnitud de la variación diferencial en (xr2,G − xr3,G).
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Algoritmo 1 Algoritmo de evolución diferencial
1: Begin

2: G← 0
3: Crear una población aleatoria ~xi,G ∀i = 1, . . . , NP
4: EvaluarJ (~xi,G) , g (~xi,G) , ∀i = 1, . . . , NP
5: while G 6 Gmax do

6: for i←1 to NP do

7: Seleccionar aleatoriamente
{
i 6= r0 6= r1 6= r2

}
∈ ~xG.

8: jrand ← randint (1, D)
9: for j←1 to D do

10: Proceso de mutación y cruza

11: end for

12: Evaluar J (~ui,G+1) , g (~ui,G+1)
13: if ~ui,G+1es mejor que ~xi,G then

14: ~xi,G+1 ← ~ui,G+1

15: else

16: ~xi,G+1 ← xi,G
17: end if

18: end for

19: G← G+ 1
20: end while

21: End

Cruza

La cruza es el proceso mediante el cual nuevos individuos posteriores a la primera
generación son creados. La cruza se realiza mediante la combinación de los componentes
del vector xi,G y vi,G. Para el caso particular se utiliza la cruza uniforme tal como se observa
en la ecuación (4.12), donde CR ∈ [0, 1].

uji,G =

{
uji,G if (randj(0, 1) 6 CR or j = jrand)

xji,G if (randj(0, 1) > CR and j 6= jrand)
j = 1, 2, ..., D (4.12)

Selección

Finalmente, para generar la población de la generación G+ 1 se selecciona entre el vector
ui,G y el vector xi,G usando el criterio de Deb [50], el cual se considera lo siguiente:

Cualquier solución factible tiene preferencia sobre una no factible.

Si dos soluciones son factibles, se da preferencia a la solución con la mejor función
objetivo.

Si dos soluciones son no factibles, se da preferencia a aquella que viola en menor medida
las restricciones.

A lo largo de los años se han propuesto varias variantes para el algoritmo de ED con el
�n de obtener mejores resultados, algunas de variantes se muestran en la tabla 4.1.
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Tabla 4.1: Variantes de Evolución Diferencial

Nomenclatura Variante

ED Rand 1 Bin ui,G =

{
vi,G = xr1,G + F (xr2,G − xr3,G) if randj(0, 1) < CR or j = jrand
xi,G otherwise

ED Rand 1 Exp ui,G =

{
vi,G = xr1,G + F (xr2,G − xr3,G) while randj(0, 1) < CR or j = jrand
xi,G otherwise

ED Best 1 Bin ui,G =

{
vi,G = xbest,G + F (xr2,G − xr3,G) if randj(0, 1) < CR or j = jrand
xi,G otherwise

ED Best 1 Exp ui,G =

{
vi,G = xbest,G + F (xr2,G − xr3,G) while randj(0, 1) < CR or j = jrand
xi,G otherwise

ED Current to Rand 1 ~ui,G = vi,G = ~xi,G +K(~xr1,G − ~xi,G) + F (~xr2,G − ~xr3,G)
ED Current to Best 1 ~ui,G = vi,G = ~xi,G +K(~xbest,G − ~xi,G) + F (~xr2,G − ~xr3,G)

ED Current to Rand 1 Bin ui,G =

{
vi,G = xi,G +K(xr1,G − xi,G) + F (xr2,G − xr3,G) if randj(0, 1) < CR or j = jrand
xi,G otherwise

ED Current to Best 1 Bin ui,G =

{
vi,G = xi,G +K(xr1,G − xi,G) + F (xr2,G − xr3,G) while randj(0, 1) < CR or j = jrand
xi,G otherwise

4.3. Algoritmo del murciélago (BA)

El algoritmo del murciélago (Bat Algorithm) [51], fue propuesto por Xin-She Yang en
el año 2010. Este algoritmo se basa en el comportamiento de una parvada de murciélagos
al cazar, y su capacidad de eco-localización con diferentes tasas de impulso de emisión y
sonoridad. La eco-localización de los murciélagos les otorga la ventaja de encontrar a sus
presas y discriminar diferentes tipos de insectos, incluso en completa oscuridad.

Si idealizamos algunas de las características de eco-localización de murciélagos, podemos
desarrollar varios algoritmos bio-inspirados de murciélago. Por simplicidad, se utilizan las
siguientes reglas aproximadas o idealizadas [52]

1. Todos los murciélagos utilizan la eco-localización para medir las distancias, y son
capaces de reconocer la diferencia entre alimentos/presa y las barreras.

2. Los murciélagos vuelan aleatoriamente con velocidad vi en la posición xi, y usan para
la eco-localización una frecuencia �ja fmin y fmax, una longitud de onda variable λ y
un volumen A cuando localizan a su presa. Según la proximidad de la presa pueden
ajustar la longitud de onda de los pulsos y la frecuencia de pulso r ∈ [0, 1] con que son
emitidos.

3. Se asume que el volumen varía desde un máximo A0 hasta un mínimo Amin.

El pseudo-código del algoritmo del murciélago se expone en el algoritmo 2.
La búsqueda local de este algoritmo se ejecuta empleando un recorrido aleatorio,

proporcionado por la ecuación (4.13).

xnew = xold + εAt (4.13)

Donde:

ε ∈ [−1, 1] es un número aleatorio.

At =< At > es el volumen promedio de todos los murciélagos en el instante t.
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Algoritmo 2 Pseudocódigo del algoritmo del murciélago
1: Begin

2: Crear una población aleatoria de murciélagos ~xi ∀i = 1, . . . , NP
3: Inicializar frecuencia fmin y fmax, emisión del pulso r ∈ [0, 1], intensidad A0 y β ∈ [0, 1].
4: while t 6 Gmax do

5: Evaluar J (~xi) , g (~xi) ,∀i = 1, . . . , NP
6: Generar nuevas soluciones ajustando la frecuencia y re-calculando velocidades y

7: posiciones.

8: fi = fmin + β(fmax − fmin)
9: vti = vt−1

i + (xti − xbest)fi
10: xti = xt−1

i + vti
11: if rand > ri then
12: Seleccionar una solución entre las mejores soluciones.

13: Generar aleatoriamente una solución local en base a la mejor solución.

14: end if

15: if rand< Ai & J(xti) < J(xbest) then
16: Aceptar la mejor solución.

17: Incrementar ri y reducir Ai
18: end if

19: Encontrar xbest.
20: t← t+ 1
21: end while

22: End

En cada iteración, se actualiza el volumen Ai y la frecuencia de pulso ri. Cuando el
murciélago se va acercando la presa, decrece el volumen (hasta llegar a cero, cuando ha
atrapado la presa ya no emite ningún sonido) y aumenta la frecuencia de los pulsos. Los
valores iniciales de Ai y ri se crean aleatoriamente al principio de la simulación. En cada paso,
se actualizan sólo si la nueva solución de este murciélago mejora a la anterior. Simulamos Ati
y rti como:

At+1
i = αAti
rt+1
i = r0

i [1− e−γt]
(4.14)

Donde:

α ∈ [0, 1] = Número aleatorio.

γ = Valor constante mayor que cero.

4.4. Algoritmo de las luciérnagas (FA)

El algoritmo de las luciérnagas (Fire�y Algorithm) [53], fue propuesto por Xin-She Yang
en el año 2009. Este algoritmo se basa en el comportamiento de las luciérnagas, donde existen
dos aspectos importantes: la variación de la intensidad de luminiscencia y la formulación de
atracción. Básicamente cada luciérnaga tiene una posición dentro del espacio de búsqueda y
una luminosidad asociada a su posición, las luciérnagas se mueven hacia otras que emitan
más luminosidad, con el �n de estar más cerca de una mejor posición.
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El algoritmo fue desarrollado utilizando estas tres reglas idealizadas [54]:

1. Todas las luciérnagas son unisexuales y se sienten atraídas por otras luciérnagas,
independientemente de su sexo.

2. El grado de atracción de una luciérnaga es proporcional a su brillo, y por lo tanto
para cualquier par de luciérnagas parpadeantes, la que es menos brillante se moverá
hacia la más brillante. Más brillo signi�ca menos distancia entre dos luciérnagas. Sin
embargo, si cualesquiera de las dos luciérnagas parpadeantes tienen el mismo brillo,
éstas se mueven aleatoriamente.

3. El brillo de una luciérnaga se determina por el valor de la función objetivo. para un
problema de maximización, el brillo de cada luciérnaga es proporcional al valor de la
función objetivo y viceversa.

El pseudo-código del algoritmo de las luciérnagas se expone en el algoritmo 3.

Algoritmo 3 Pseudocódigo del algoritmo luciérnaga
1: Begin

2: Crear una población aleatoria de luciérnagas ~xi ∀i = 1, . . . , NP
3: Inicializar β0 = 1, βmin ∈ [0, 1], α ∈ [0, 1] y γ = 1
4: while t 6 Gmax do

5: Evaluar J (~xi) , g (~xi) ,∀i = 1, . . . , NP
6: Ordenar las luciérnagas y buscar la más luminosa.

7: for i = 1 : NP do

8: for j = 1 : NP do

9: if Ij > Ii then
10: Mover luciérnaga i hasta j.

11: r =‖ xti − xtj ‖
12: β = (β0 − βmin)exp(−γr2)
13: xt+1

i = xti + β(xtj − xti) + α(rand[0, 1]− 1
2)

14: end if

15: end for i
16: end for j
17: end while

18: End

4.5. Optimización mediante cúmulos de partículas (PSO)

Particle Swarm Optimization (optimización mediante cúmulos de partículas) [55], fue
propuesto por J. Kennedy & R. Eberhart en el año 1995. Este algoritmo es una técnica
bio-inspirada en el comportamiento colectivo o social del vuelo de las aves o el movimiento
de los bancos de peces que intentan encontrar su comida. Formalmente, un cúmulo
puede ser de�nido como un grupo de partículas que conviven en una sociedad donde se
comunican entre ellos, actuando en su respectivo entorno social (vecindades en el espacio de
búsqueda). Por lo cual, cada partícula está afectada por un factor individual y su factor social.
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EL factor individual se re�ere a las decisiones que ha tomado la partícula con el �n de
obtener el mejor conocimiento sobre su entorno (una mejor aptitud), lo cual afectara en
las nuevas decisiones que pueda tomar. El factor social se re�ere a las decisiones que han
tomado las partículas de la población (dentro de un cierto vecindario) con el �n de obtener
el mejor conocimiento sobre su entorno, lo cual afecta en las nuevas decisiones que puedan
tomar los individuos en el vecindario.

En el algoritmo de PSO, la población inicial se determina aleatoriamente y cada partícula
se desplaza a través del espacio de búsqueda y recuerda la mejor posición que ha encontrado.
Cada partícula comunica las buenas posiciones a las demás y dinámicamente ajustan su
propia posición y su velocidad con base en las buenas posiciones. La velocidad se ajusta con
el comportamiento histórico de las partículas. De esta forma, las partículas tienden a dirigirse
hacia un mejor espacio de búsqueda en el proceso de minimización de la función objetivo.
Este algoritmo suele tener una convergencia rápida a buenas soluciones. El pseudo-código del
algoritmo basado en cúmulos de partículas se expone en el algoritmo 4.

Algoritmo 4 Pseudocódigo del algoritmo basado en cúmulos de partículas
1: Begin

2: Inicializar aleatoriamente ~xi y ~vi, ∀i = 1, . . . , NP
3: Inicializar ~vmin = −1

2~pmin, ~vmax = 1
2~pmax, C1 ∈ [0, 2] y C2 ∈ [0, 2]

4: Evaluar J (~xi) , g (~xi) ,∀i = 1, . . . , NP

5: Encontrar p ~Best
1

6: Encontrar g ~Best
7: while G 6 Gmax do

8: Actualizar ~w = ~vmax − G
Gmax(~vmax − ~vmin)

9: for i←1 to NP do

10: ~vi = ~w~vi + rand[0, 1]C1(p ~Best
t − ~xi) + rand[0, 1]C2(g ~Best

t − ~xi)
11: ~xi = ~xi + ~vi
12: Evaluar J (~xi) , g (~xi)

13: Actualizar p ~Best
t

14: end for

15: Actualizar g ~Best
t

16: end while

17: End

Donde:

~xi = Ubicación de la partícula dentro del espacio de soluciones.

~vi = Velocidad de la partícula.

p ~Best = Mejor valor objetivo encontrado por la partícula hasta el momento. (local)

g ~Best = Mejor valor objetivo encontrado por las partículas del cúmulo. (global.)

w = Es un término de exploración y explotación del cúmulo.

C1 y C2 = Constantes de aceleración que determinan en qué medida la partícula es
in�uenciada en su respectivo desplazamiento.
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Capı́tulo 5
Resultados

Introducción

En este capítulo se muestran los resultados obtenidos a partir de la formulación de un
POD para encontrar las ganancias óptimas del controlador PD, el cual realice la tarea de
seguimiento de una trayectoria altamente no lineal en el RMO que se presentó en el capítulo
3. Dichos resultados se presentan en un análisis de los resultados obtenidos mediante diversas
métodos de optimización y se analizan dichos resultados numéricos utilizando estadística no
paramétrica. Finalmente se analizan en dos etapas importantes: pruebas en simulación con
el modelo dinámico del RMO obtenido en el capítulo 2 y pruebas experimentales con el
prototipo real.

5.1. Parámetros para la simulación del RMO

Para realizar pruebas de simulación se utilizaron los parámetros cinemáticos y dinámicos
del prototipo real del RMO, que se encuentra en el laboratorio de Mecatrónica, del
“CIDETEC-IPN” en la Ciudad de México. En la Tabla 5.1 se muestran los parámetros
más relevantes del RMO que son necesarios para la simulación del prototipo en el programa
MATLAB del modelo dinámico del RMO. Se utiliza el método de integración de Euler con
la condición inicial x0 = 0 ∈ R6, el tiempo de integración ∆t = 0.005s y el tf = 130s.

Tabla 5.1: Parámetros del RMO [56].

Parámetro Descripción V alor Unidades
r Radio de la llanta 0.0625 m
L Dist del centro a la llanta 0.287 m
m Masa del robot móvil 16.319 kg
J Inercia de la llanta 5.82E−4 kg ·m2

Iz Inercia del robot móvil 0.516 kg ·m2

39
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5.2. Parámetros para la ejecución de los algoritmos

propuestos

Con el propósito de obtener el mejor resultado en el desempeño del RMO para el
seguimiento de trayectoria, se implementaron diversas técnicas de optimización descritas
en el capítulo 4. Entre las técnicas estocásticas se encuentran: BA, FA, PSO, (ED) con las
siguientes ocho variantes: ED Rand 1 Bin, ED Rand 1 Exp, ED Best 1 Bin, ED Best 1 Exp,
ED Current to Rand 1, ED Current to Best 1, ED Current to Rand 1 Bin, ED Current
to Best 1 Bin. Asimismo, se utiliza una técnica determinística con base en el gradiente:
SQP. Dichas técnicas buscan obtener la mejor solución al problema de optimización en la
búsqueda de las ganancias óptimas del controlador PD.

Para todas las técnicas propuestas es necesario de�nir los límites del vector
de variable de diseño p, los cuales se establecen como pmin ∈ [0, 0, 0, 0, 0, 0] y
pmax ∈ [5000, 5500, 3000, 25, 25, 100]. Por otra parte, se utiliza como condición de paro
de las técnicas estocásticas el número de iteraciones Gmax = 200 y para la técnica
determinística se utiliza como condiciones de paro los siguientes criterios: número de
iteraciones Gmax = 200 y una tolerancia del tamaño de paso (norma de λ) a 1e−15.

A continuación se muestran los parámetros iniciales de las técnicas propuestas.

Condiciones iniciales para el algoritmo de ED

Tamaño de la población NP de 50 individuos.

Factor de escala F es aleatorio en el intervalo de 0.3 ≤ F ≤ 0.9.

Factor de cruza CR = 0.6.

Condiciones iniciales para el algoritmo de PSO

Tamaño de la población NP de 50 individuos.

Velocidad inicial ~vmin = −1
2
~pmin.

Velocidad inicial ~vmax = 1
2
~pmax.

Constantes de aceleración C1 = 1.6 y C2 = 1.4.

Condiciones iniciales para BA

Tamaño de la población NP de 50 individuos.

Frecuencia inicial fmin = 0.1.

Frecuencia inicial fmax = 0.9.

Emisión de pulso r = 0.35.

Número aleatorio β ∈ [0, 1].
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Intensidad A0 = 0.6.

Intensidad Amin = 0.4.

Condiciones iniciales para FA

Tamaño de la población NP de 50 individuos.

Atractivo de una luciérnaga β0 = 1.

Atractivo de una luciérnaga βmin ∈ [0, 1].

Factor de exploración del espacio de búsqueda α ∈ [0, 1].

Coe�ciente de absorción en el medio γ = 1.

Condiciones iniciales para SQP

Condición inicial p0 es aleatorio en el intervalo de pmin ≤ p0 ≤ pmax .

Factor de paso variable λk ∈ [0, 1].

Inversa de la matriz Hessiana inicial D0 = I ∈ Rnxn

En la literatura se conocen casos de estudio sobre el uso de pruebas no paramétricas
para analizar el comportamiento de los algoritmos evolutivos [57]. Estos estudios proponen
un mínimo de ejecuciones de veinticinco corridas para posteriormente validar el desempeño
del algoritmo. Por tal motivo, en este trabajo se propone la misma métrica de ejecuciones,
con el objetivo de comparar las mejores soluciones de cada algoritmo a través de la prueba
de rangos con signo de Wilcoxon.

Cabe mencionar que el algoritmo SQP se tiene como desventaja su condición inicial, lo
cual ocasiona en muchas corridas, una mala convergencia y soluciones en mínimos locales,
tal como se explicó en el Capítulo 4. Por lo tanto, se propuso realizar cien corridas, debido
a que se observó una alta dependencia de su condición inicial dando como resultado la
divergencia del algoritmo.

5.3. Análisis estadístico no paramétrico del desempeño

de los algoritmos

Es importante mencionar que los resultados obtenidos por los algoritmos propuestos,
se encuentran en el anexo B. Así mismo, al realizar un resumen se genera la tabla 5.2,
donde se muestra a detalle los promedios obtenidos. La primer columna se muestra el
nombre del algoritmo propuesto, en la segunda columna se muestra el promedio de las
aptitudes de cada individuo (valor de la función objetivo) de la última generación (J̄) de
cada corrida, y a su vez, se obtiene el promedio de dichos promedios por cada algoritmo, en
la tercera columna se muestra el promedio de la desviación estándar en la última generación
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Tabla 5.2: Promedio del comportamiento de los algoritmos propuestos.

Algoritmo PromAlg(J̄) PromAlg(σcor) PromAlg(max J̄) PromAlg(min J̄) V ar(J̄) %
ED Rand 1 Bin 8.57936921859e− 03 8.77575737902e− 13 8.57936922116e− 03 8.579369217023e− 03 8.9915e− 09
ED Rand 1 Exp 8.57936948618e− 03 3.34743313589e− 10 8.57937141606e− 03 8.579369266819e− 03 5.8941e− 07
ED Best 1 Bin 8.57936921625e− 03 3.03458690609e− 17 8.57936921625e− 03 8.579369216251e− 03 0
ED Best 1 Exp 8.57936921635e− 03 2.22435526310e− 13 8.57936921755e− 03 8.579369216258e− 03 8.0916e− 11
ED Current to Rand 1 8.57950643025e− 03 2.23306981755e− 08 8.57955821588e− 03 8.579460646517e− 03 1.0656e− 03
ED Current to Best 1 8.57947496555e− 03 1.62541197855e− 08 8.57950904268e− 03 8.579437123515e− 03 7.9151e− 04
ED Current to Rand 1 Bin 8.57942380755e− 03 1.77885080830e− 08 8.57945665232e− 03 8.579390809414e− 03 2.5168e− 04
ED Current to Best 1 Bin 8.57939917095e− 03 7.85002517491e− 09 8.57941775485e− 03 8.579383354635e− 03 1.6479e− 04
PSO 8.0e+ 76 5.65685424949e+ 77 4.0e+ 78 8.579642845808e− 03 3.1892e− 03
BA 2.0e+ 78 6.95587724414e+ 78 2.8e+ 79 8.581109183339e− 03 2.0276e− 02
FA 3.17701540641e+ 39 2.24648913780e+ 40 1.58850770320e+ 41 8.579694239695e− 03 3.7882e− 03
SQP 2.92553732570e+ 40 5.85107465191e+ 40 1.17021493038e+ 41 8.581929957143e− 03 100

(σcor) de cada corrida, y a su vez, se obtiene el promedio de dichos promedios por cada
algoritmo, en la cuarta columna se muestra la aptitud del peor individuo (valor máximo
de la función objetivo max(J̄)) de la última generación de cada corrida, y a su vez, se
obtiene el promedio por cada algoritmo, en la quinta columna se muestra la aptitud del
mejor individuo (valor mínimo de la función objetivo min(J̄)) de la última generación de
cada corrida, y a su vez, se obtiene el promedio por cada algoritmo. Por último, en la sexta
columna se observa la variación existente en porcentaje de J̄ con respecto al promedio del
valor de la función objetivo del mejor individuo de la quinta columna, considerando que la
mejor solución es ED Best 1 Bin. Para el caso del algoritmo SQP se considera utilizar las
soluciones que convergen hacia una solución óptima, despreciando las soluciones que divergen.

Se puede apreciar que el algoritmo ED Best 1 Bin y ED Best 1 Exp obtuvieron los
mejores resultados de los promedios resaltados en color negro con respecto al valor de la
función objetivo del mejor individuo del algoritmo. El valor de la desviación estándar es
un índice numérico de la dispersión de un conjunto de datos de la población. Mientras
mayor sea el valor de la desviación estándar, mayor es la dispersión de la población. Esto
se calcula obteniendo un promedio de las desviaciones individuales de cada observación
con respecto a la media de una distribución. Se concluye que dichos algoritmos ED Best
1 Bin y ED Best 1 Exp sus individuos están más cerca de las soluciones óptimas. Por
otra parte, el algoritmo SQP muestra en promedio una variación del 100 % con respecto
a los algoritmos ED Rand 1 Bin y ED Rand 1 Exp, ya que en una corrida la aptitud fue
un término muy grande, lo cual se atribuye que el algoritmo pudo quedar en un mínimo local.

Con el objetivo de asegurar encontrar mejores parámetros del controlador PD que
satisfaga lo mejor posible la tarea de seguimiento de trayectoria, es necesario veri�car
estadísticamente los resultados de todas las corridas usando una prueba no paramétrica
denominada prueba de los signos de Wilcoxon [58]. Por tal motivo, se seleccionó la
signi�cancia estadística de la prueba como del 5 %, lo cual mostrará la con�abilidad del
resultado. Asimismo, se seleccionó la prueba por “el lado izquierdo”, esto con el �n si la
hipótesis alternativa se acepta o es nula, utilizando el promedio de la última generación de
la población de las veinticinco corridas de cada algoritmo bio-inspirado como las muestras a
comparar, dicho promedio se obtiene de la segunda columna de la Tabla 5.2. Cabe resaltar
que para el algoritmo SQP no se realiza esta prueba no paramétrica, ya que de las cien
corridas que se realizaron, solo cuatro convergieron hacia un valor óptimo y no se tendría
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una comparación equitativa contra los demás algoritmos al no cumplir con la condición de
un mínimo de 25 muestras.

Los resultados obtenidos al realizar la prueba de los rangos con signo de wilcoxon se
muestran en tablas del anexo B. Las tablas tienen la siguiente distribución: en la primer
columna se muestran los nombres de los dos algoritmos propuestos a competir, en la segunda
y tercera columna se muestra el valor del rango con signo obtenido a partir del desempeño
de las muestras de dos algoritmos. Por último, se utilizo la prueba de“lado izquierdo”
(indicando que la mediana esta por el lado izquierdo de las muestras de otro algoritmo),
validando hipótesis alternativa, donde el primer algoritmo supere el desempeño del segundo
algoritmo. Esto con el propósito de garantizar la con�abilidad de la prueba de los rangos
con signo de Wilcoxon.

Un resumen y explicación de todas las tablas del anexo B es el siguiente para cada
algoritmo expuesto: como se observa en la Tabla B.1 el algoritmo ED Rand 1 Bin se
comparan sus muestras (valor promedio de la última generación de la función objetivo) de
las veinticinco corridas de cada algoritmo, observando que en la última columna se debe
satisfacer que el valor de p ≤ 0.005, ya que esta condición nos dirá la con�abilidad de la
prueba de Wilcoxon que el algoritmo ED Rand 1 Bin si sus muestras ganan o pierden contra
las muestras de otro algoritmo, dicho en otras palabras la hipótesis alternativa no corre
riesgo para ser rechazada. Por último, la segunda y tercera columna, nos muestra el valor del
rango con signo respectivamente, donde se debe satisfacer que el valor del rango con signo
positivo sea mayor que el valor del rango de signo negativo para otorgar una victoria al
algoritmo ED Rand 1 Bin contra las muestras de otro algoritmo. Por lo tanto, el algoritmo
ED Rand 1 Bin obtiene siete victorias ante los demás algoritmos.

En la Tabla 5.3 se muestra un resumen con las victorias de cada algoritmo, donde los
algoritmos con un mal desempeño son: PSO y BA al no tener victorias ante los demás
algoritmos propuestos. El algoritmo ED Best 1 Bin y el algoritmo ED Best 1 Exp son los
dos mejores algoritmos para la obtención de los parámetros del controlador de un RMO al
obtener nueve victorias ante los demás algoritmos, esto se atribuye a que dichas variantes
del algoritmo ED tienen una gran similitud en sus medianas pero diferentes contra los demás
algoritmos y no corren riesgo de rechazar su hipótesis alternativa por “el lado izquierdo”.

5.4. Comportamiento de la convergencia de los

algoritmos

Esta sección consiste en analizar en conjunto todos los resultados obtenidos mediante
los algoritmos propuestos, mostrando el comportamiento de las funciones objetivos
del mejor individuo de cada algoritmo, en la convergencia hacia el valor óptimo de las
ganancias óptimas del controlador PD para la tarea de seguimiento de trayectoria en el RMO.

A partir de las tablas del anexo C, se hace un resumen de los individuos con mejor
aptitud de todas las corridas, obtenidos por los algoritmos propuestos. Dicho resumen se
presenta en la Tabla 5.4, donde en la columna uno se muestra el nombre del algoritmo, en
la segunda columna el número de corrida donde se encontró al mejor individuo de cada
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Tabla 5.3: Victorias de los algoritmos meta-heurísticos de acuerdo con la prueba de los
rangos con signo de Wilcoxon.

Algoritmo Victorias

ED Best 1 Bin 9
ED Best 1 Exp 9
ED Rand 1 Bin 7
ED Current to Best 1 Bin 6
ED Rand 1 Exp 5
ED Current to Best 1 4
ED Current to Rand 1 Bin 4
ED Current to Rand 1 3
FA 2
PSO 0
BA 0

algoritmo y, por último, en la última columna se muestra el valor de aptitud del mejor
individuo. Se observa que los algoritmos ED Best 1 Bin y ED Best 1 Exp son los dos mejores
algoritmos para la obtención de los parámetros del controlador PD, donde ambos algoritmos
presentan un desempeño simular en la búsqueda de la solución óptima a través de varias
corridas. Esto se atribuye a que dichas variantes del algoritmo ED en cada iteración al
implementar su operador de mutación, selecciona al mejor individuo de la población.

Tabla 5.4: Mejores soluciones obtenidas mediante los algoritmos propuestos.

Algoritmo Corrida min(J̄)
ED Rand 1 Bin 20 8.5793692164067e− 3
ED Rand 1 Exp 21 8.5793692226228e− 3
ED Best 1 Bin 3 8.5793692162515e− 3
EDBest1Exp 14 8.5793692162517e− 3
ED Current to Rand 1 25 8.5793711757111e− 3
ED Current to Best 1 14 8.5793692171431e− 3
ED Current to Rand 1 Bin 25 8.5793692167287e− 3
ED Current to Best 1 Bin 23 8.5793692162519e− 3
PSO 2 8.5793833630071e− 3
BA 15 8.5797370229618e− 3
FA 16 8.5794742810212e− 3
SQP 68 8.5819299571437e− 3

Al ordenar de forma descendente la aptitud del mejor individuo de cada algoritmo de la
Tabla 5.4, se puede observar el comportamiento de los parámetros de diseño de las ganancias
del controlador PD, obtenidos por los algoritmos propuestos, tal como se muestran en
la Tabla 5.5. Al visualizar los primeros siete algoritmos se muestra una similitud en los
parámetros del controlador PD, ya que estos algoritmos se aproximan a la misma solución
óptima dentro del área de búsqueda propuesta (pmin y pmax). Asimismo, se observan las
soluciones obtenidas para los parámetros del controlador PD por los algoritmos PSO y SQP,
donde muestran una gran diferencia ante los demás parámetros, ya que se encuentran más
lejos de la solución óptima alcanzada por los demás algoritmos.
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Tabla 5.5: Mejores ganancias del controlador PD obtenidas mediante los algoritmos
propuestos.

Algoritmo Corrida kp∗1 kp∗2 kp∗3 kd∗1 kd∗2 kd∗3
ED Best 1 Bin 3 1829.9723 4937.8682 2578.8332 24.9999 24.9999 15.8987

ED Best 1 Exp 14 1829.9703 4937.8714 2579.7964 24.9999 24.9999 15.9063

ED Current to Best 1 Bin 23 1829.9703 4937.8584 2579.9614 24.9999 24.9999 15.9016

ED Rand 1 Bin 20 1829.9947 4937.7593 2569.1845 24.9999 24.9999 15.9284

ED Current to Rand 1 Bin 25 1830.1865 4937.7819 2572.3556 24.9999 24.9999 15.6813

ED Current to Best 1 14 1829.8010 4938.0973 2408.3431 24.9999 24.9999 14.7982

ED Rand 1 Exp 21 1831.2925 4937.1671 2295.9411 24.9999 24.9998 15.8814

ED Current to Rand 1 25 1809.1478 4898.0505 761.9200 24.9991 24.9632 12.5390

FA 16 1810.5341 3754.5271 1227.1299 24.9999 21.6683 9.8200

BA 15 1744.9756 2520.8022 233.8821 24.8286 19.5555 4.0906

PSO 2 1819.1130 4933.7281 2093.2488 24.9234 24.9941 18.4197

SQP 68 2728.7787 804.1346 900.8355 25.0000 17.2126 13.1345

Promedio 1890.6065 4336.7238 1891.1333 24.9535 23.7425 14.0051

Cabe destacar, que en la Figura 5.1, se muestra el comportamiento de las funciones
objetivo de los algoritmos propuestos, en el cual se propone un punto de convergencia
mínima a superar de 5e− 9 en la iteración 94 en el valor de la función objetivo del
mejor individuo, esto con el �n de visualizar la rapidez de convergencia y observar los
algoritmos que se aproximan más hacia la solución óptima dentro del espacio de búsqueda.
Al obtener un acercamiento de la Figura 5.1 se obtiene la Figura 5.2, donde dicho punto
de convergencia solo es alcanzado por cuatro algoritmos, ED Best 1 Bin en su iteración
94, ED Best 1 Exp en su iteración 112, ED Current to Best 1 Bin en su iteración 141 y
ED rand 1 Bin en su iteración 199. Además, el algoritmo ED Best 1 Bin tiene una mejor
rapidez de convergencia hacia la solución óptima en cuanto a los demás algoritmos propuestos.

Finalmente, se observa que la solución obtenida por SQP no es tan e�ciente en
comparación con los algoritmos bio-inspirados, se atribuye que el algoritmo encuentra en
sus soluciónes un mínimo local, ya que al realizar el cálculo de la inversa de la matriz
hessiana para la siguiente generación es muy similar al actual, repitiendo la misma solución
accionando las condiciones de paro propuestas. Para los algoritmos BA y FA se observa que
no logran alcanzar la convergencia de los demás algoritmos, esto se debe a que se utilizaron
las condiciones iniciales de cada algoritmo con respecto a la sugerencia del autor a través
de pruebas benchmark, por lo que se plantea como trabajo a futuro la sintonización de sus
parámetros de dichos algoritmos, por lo cual se recomienda usar la herramienta i-race [59].
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Figura 5.1: Comportamiento de las funciones objetivos de las mejores corridas por cada
algoritmo meta-heurístico y el algoritmo basado en el gradiente.
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Figura 5.2: Acercamiento del comportamiento de las funciones objetivos de las mejores
corridas por cada algoritmo meta-heurístico y el algoritmo basado en el gradiente.
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Figura 5.3: Sistema experimental para las pruebas de las ganancias óptimas del RMO.

5.5. Análisis de los resultados óptimos

A continuación, se explican los datos técnicos del RMO. El prototipo fue diseñado y
manufacturado en el laboratorio de Mecatrónica, del “CIDETEC-IPN” en la Ciudad de
México. En la Figura 5.3 se muestra el conjunto de sistemas electrónicos para realizar las
pruebas pertinentes en la etapa experimental, donde el RMO cuenta con una tarjeta madre
de la marca Gigabyte modelo Mini-ITX GA-D425TUD con un procesador Intel r AtomTM

D525, una memoria RAM con capacidad de 4 GB, un disco duro de 250GB, una tarjeta de
adquisición de datos de la marca Sensoray modelo 626, tres controladores de potencia de la
marca Advanced Motion modelo 12A8 y por último, dos baterías de ácido-plomo de 12 V a 12
Ah [60]. La fuente para la computadora cuenta con salidas de voltaje de corriente directa de
12 a 24 V y la fuente de corriente directa para los servo-ampli�cadores de los motores de 30 V .

De tal forma, en esta sección se exponen los resultados obtenidos mediante la etapa de
simulación y la etapa experimental para la tarea de seguimiento de trayectoria con la solución
óptima encontrada de cada algoritmo.
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Resultados con ED - Rand 1 Bin

De la Tabla C.1 se logra identi�car el mejor individuo por el algoritmo ED Rand
1 Bin es proporcionada por la “corrida 20” resaltado de color negro, el cual tiene la
mejor aptitud de todas las corridas realizadas (min(J̄)) y además, en la Tabla C.2 se
muestran las ganancias para el controlador correspondiente a cada corrida. Por último, en la
Figura D.1 se visualiza la convergencia del mejor individuo hacia su valor óptimo encontrado.

Después de encontrar la mejor solución de los parámetros del controlador obtenidas
mediante el algoritmo ED Rand 1 Bin “corrida 20”, se procede a realizar pruebas en el
RMO en su etapa de simulación y etapa experimental. En las Figuras 5.4a y 5.4b se muestra
el comportamiento tanto en posición y orientación con su etapa de simulación en el espacio
Cartesiano y en las Figuras 5.4c y 5.4d se muestra el comportamiento tanto en posición y
en su etapa experimental en el espacio Cartesiano, lo cual se observa que en las dos etapas
se realiza el seguimiento de trayectoria muy similar a la propuesta.

El error producido en la posición y orientación del RMO durante la ejecución de la tarea
de seguimiento de trayectoria se observa en las Figuras 5.5a y 5.5c, donde para la etapa de
simulación prevalece un menor error en comparación con la etapa experimental, esto se debe
a las incertidumbres del sistema, tales como fricciones en elementos móviles, deslizamiento
de las ruedas sobre la super�cie etc.. En las 5.5b y 5.5d se muestra el comportamiento que
tiene el par de entrada con respecto a cada rueda del RMO en la etapa de simulación y etapa
experimental, lo cual se observa que el par de entrada en las ruedas está en el rango de 4 Nm,
donde para el prototipo experimental con el que se trabaja el consumo de energía máximo
es de 5 Nm para cada motor del RMO.
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Simulación Experimental
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a) Posición cartesiana del RMO c) Posición cartesiana del RMO

0 20 40 60 80 100 120 140
-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 20 40 60 80 100 120 140
-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

b) Orientación del RMO d) Orientación del RMO

Figura 5.4: Comportamiento del RMO en el seguimiento de trayectoria. Resultados en
simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 20” con ED-Rand 1 Bin.
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Simulación Experimental
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Figura 5.5: Señal de control y error producido en el seguimiento de trayectoria. Resultados
en simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 20” con ED-Rand 1 Bin.
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Resultados con ED - Rand 1 Exp

De la Tabla C.3 se logra identi�car el mejor individuo por el algoritmo ED Rand
1 Exp es proporcionada por la “corrida 21” resaltado de color negro, el cual tiene la
mejor aptitud de todas las corridas realizadas (min(J̄)) y además, en la Tabla C.4 se
muestran las ganancias para el controlador correspondiente a cada corrida. Por último, en la
Figura D.2 se visualiza la convergencia del mejor individuo hacia su valor óptimo encontrado.

Después de encontrar la mejor solución de los parámetros del controlador obtenidas
mediante el algoritmo ED Rand 1 Exp “corrida 21”, se procede a realizar pruebas en el
RMO en su etapa de simulación y etapa experimental. En las Figuras 5.6a y 5.6b se muestra
el comportamiento tanto en posición y orientación en su etapa de simulación en el espacio
Cartesiano y en las Figuras 5.6c y 5.6d se muestra el comportamiento tanto en posición y
en su etapa experimental en el espacio Cartesiano, lo cual se observa que en las dos etapas
se realiza el seguimiento de trayectoria muy similar a la propuesta.

Simulación Experimental
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Figura 5.6: Comportamiento del RMO en el seguimiento de trayectoria. Resultados en
simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 21” con ED-Rand 1 Exp.
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Simulación Experimental
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a) Error de posición y orientación c) Error de posición y orientación
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b) Par de entrada en las ruedas d) Par de entrada en las ruedas

Figura 5.7: Señal de control y error producido en el seguimiento de trayectoria. Resultados
en simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 21” con ED-Rand 1 Exp.

El error producido en la posición y orientación del RMO durante la ejecución de la tarea
de seguimiento de trayectoria se observa en las Figuras 5.7a y 5.7c, donde para la etapa de
simulación prevalece un menor error en comparación con la etapa experimental, esto se debe
a las incertidumbres del sistema, tales como fricciones en elementos móviles, deslizamiento de
las ruedas sobre la super�cie etc.. En las Figuras 5.7b y 5.7d se muestra el comportamiento
que tiene el par de entrada con respecto a cada rueda del RMO en la etapa de simulación y
etapa experimental, lo cual se observa que el par de entrada en las ruedas está en el rango
de 4 Nm., donde para el prototipo experimental con el que se trabaja el consumo de energía
máximo es de 5 Nm. para cada motor del RMO.
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Resultados con ED - Best 1 Bin

De la Tabla C.5 se logra identi�car el mejor individuo por el algoritmo ED Best
1 Bin es proporcionada por la “corrida 3” resaltado de color negro, el cual tiene la
mejor aptitud de todas las corridas realizadas (min(J̄)) y además, en la Tabla C.6 se
muestran las ganancias para el controlador correspondiente a cada corrida. Por último, en la
Figura D.3 se visualiza la convergencia del mejor individuo hacia su valor óptimo encontrado.

Después de encontrar la mejor solución de los parámetros del controlador obtenidas
mediante el algoritmo ED Best 1 Bin “corrida 3”, se procede a realizar pruebas en el RMO
en su etapa de simulación y etapa experimental. En las Figuras 5.8a y 5.8b se muestra el
comportamiento tanto en posición y orientación en su etapa de simulación en el espacio
Cartesiano y en las Figuras 5.8c y 5.8d se muestra el comportamiento tanto en posición y
en su etapa experimental en el espacio Cartesiano, lo cual se observa que en las dos etapas
se realiza el seguimiento de trayectoria muy similar a la propuesta.

Simulación Experimental
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Figura 5.8: Comportamiento del RMO en el seguimiento de trayectoria. Resultados en
simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 3” con ED-Best 1 Bin.
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Simulación Experimental
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a) Error de posición y orientación c) Error de posición y orientación

0 20 40 60 80 100 120 140
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 2 4 6 8 10 12
-0.1

0

0.1

0 20 40 60 80 100 120 140
-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

10 10.1 10.2 10.3 10.4 10.5
-0.5

0

0.5

b) Par de entrada en las ruedas d) Par de entrada en las ruedas

Figura 5.9: Señal de control y error producido en el seguimiento de trayectoria. Resultados
en simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 3” con ED-Best 1 Bin.

El error producido en la posición y orientación del RMO durante la ejecución de la tarea
de seguimiento de trayectoria se observa en las Figuras 5.9a y 5.9c, donde para la etapa de
simulación prevalece un menor error en comparación con la etapa experimental, esto se debe
a las incertidumbres del sistema, tales como fricciones en elementos móviles, deslizamiento de
las ruedas sobre la super�cie etc.. En las Figuras 5.9b y 5.9d se muestra el comportamiento
que tiene el par de entrada con respecto a cada rueda del RMO en la etapa de simulación y
etapa experimental, lo cual se observa que el par de entrada en las ruedas está en el rango
de 4 Nm, donde para el prototipo experimental con el que se trabaja el consumo de energía
máximo es de 5 Nm para cada motor del RMO.
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Resultados con ED - Best 1 Exp

De la Tabla C.7 se logra identi�car el mejor individuo por el algoritmo ED Best
1 Exp es proporcionada por la “corrida 14” resaltado de color negro, el cual tiene la
mejor aptitud de todas las corridas realizadas (min(J̄)) y además, en la Tabla C.8 se
muestran las ganancias para el controlador correspondiente a cada corrida. Por último, en la
Figura D.4 se visualiza la convergencia del mejor individuo hacia su valor óptimo encontrado.

Después de encontrar la mejor solución de los parámetros del controlador obtenidas
mediante el algoritmo ED Best 1 Exp “corrida 14”, se procede a realizar pruebas en el RMO
en su etapa de simulación y etapa experimental. En las Figuras 5.10a y 5.10b se muestra
el comportamiento tanto en posición y orientación en su etapa de simulación en el espacio
Cartesiano y en las Figuras 5.10c y 5.10d se muestra el comportamiento tanto en posición y
en su etapa experimental en el espacio Cartesiano, lo cual se observa que en las dos etapas
se realiza el seguimiento de trayectoria muy similar a la propuesta.
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Figura 5.10: Comportamiento del RMO en el seguimiento de trayectoria. Resultados en
simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 14” con ED-Best 1 Exp.
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a) Error de posición y orientación c) Error de posición y orientación
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b) Par de entrada en las ruedas d) Par de entrada en las ruedas

Figura 5.11: Señal de control y error producido en el seguimiento de trayectoria. Resultados
en simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 14” con ED-Best 1 Exp.

El error producido en la posición y orientación del RMO durante la ejecución de la tarea
de seguimiento de trayectoria se observa en las Figuras 5.11a y 5.11c, donde para la etapa de
simulación prevalece un menor error en comparación con la etapa experimental, esto se debe
a las incertidumbres del sistema, tales como fricciones en elementos móviles, deslizamiento de
las ruedas sobre la super�cie etc.. En las Figuras 5.11b y 5.11d se muestra el comportamiento
que tiene el par de entrada con respecto a cada rueda del RMO en la etapa de simulación y
etapa experimental, lo cual se observa que el par de entrada en las ruedas está en el rango
de 4 Nm, donde para el prototipo experimental con el que se trabaja el consumo de energía
máximo es de 5 Nm para cada motor del RMO.
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Resultados con ED - Currrent to Rand 1

De la Tabla C.9 se logra identi�car el mejor individuo por el algoritmo ED Current
to Rand 1 es proporcionada por la “corrida 25” resaltado de color negro, el cual tiene la
mejor aptitud de todas las corridas realizadas (min(J̄)) y además, en la Tabla C.10 se
muestran las ganancias para el controlador correspondiente a cada corrida. Por último, en la
Figura D.5 se visualiza la convergencia del mejor individuo hacia su valor óptimo encontrado.

Después de encontrar la mejor solución de los parámetros del controlador obtenidas
mediante el algoritmo ED Current to Rand 1 “corrida 25”, se procede a realizar pruebas en
el RMO en su etapa de simulación y etapa experimental. En las Figuras 5.12a y 5.12b se
muestra el comportamiento tanto en posición y orientación en su etapa de simulación en el
espacio Cartesiano y en las Figuras 5.12c y 5.12d se muestra el comportamiento tanto en
posición y en su etapa experimental en el espacio Cartesiano, lo cual se observa que en las
dos etapas se realiza el seguimiento de trayectoria muy similar a la propuesta.
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Figura 5.12: Comportamiento del RMO en el seguimiento de trayectoria. Resultados en
simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 25” con ED-Current to Rand 1.
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Simulación Experimental
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a) Error de posición y orientación c) Error de posición y orientación
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b) Par de entrada en las ruedas d) Par de entrada en las ruedas

Figura 5.13: Señal de control y error producido en el seguimiento de trayectoria. Resultados
en simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 25” con ED-Current to Rand 1.

El error producido en la posición y orientación del RMO durante la ejecución de la tarea
de seguimiento de trayectoria se observa en las Figuras 5.13a y 5.13c, donde para la etapa de
simulación prevalece un menor error en comparación con la etapa experimental, esto se debe
a las incertidumbres del sistema, tales como fricciones en elementos móviles, deslizamiento de
las ruedas sobre la super�cie etc.. En las Figuras 5.13b y 5.13d se muestra el comportamiento
que tiene el par de entrada con respecto a cada rueda del RMO en la etapa de simulación y
etapa experimental, lo cual se observa que el par de entrada en las ruedas está en el rango
de 4 Nm, donde para el prototipo experimental con el que se trabaja el consumo de energía
máximo es de 5 Nm para cada motor del RMO.



5.5. ANÁLISIS DE LOS RESULTADOS ÓPTIMOS 59

Resultados con ED - Current to Best 1

De la Tabla C.11 se logra identi�car el mejor individuo por el algoritmo ED Current
to Best 1 es proporcionada por la “corrida 14” resaltado de color negro, el cual tiene la
mejor aptitud de todas las corridas realizadas (min(J̄)) y además, en la Tabla C.12 se
muestran las ganancias para el controlador correspondiente a cada corrida. Por último, en la
Figura D.6 se visualiza la convergencia del mejor individuo hacia su valor óptimo encontrado.

Después de encontrar la mejor solución de los parámetros del controlador obtenidas
mediante el algoritmo ED Current to Best 1 “corrida 14”, se procede a realizar pruebas en
el RMO en su etapa de simulación y etapa experimental. En las Figuras 5.14a y 5.14b se
muestra el comportamiento tanto en posición y orientación en su etapa de simulación en el
espacio Cartesiano y en las Figuras 5.14c y 5.14d se muestra el comportamiento tanto en
posición y en su etapa experimental en el espacio Cartesiano, lo cual se observa que en las
dos etapas se realiza el seguimiento de trayectoria muy similar a la propuesta.
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Figura 5.14: Comportamiento del RMO en el seguimiento de trayectoria. Resultados en
simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 14” con ED-Current to Best 1.
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a) Error de posición y orientación c) Error de posición y orientación
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Figura 5.15: Señal de control y error producido en el seguimiento de trayectoria. Resultados
en simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 14” con ED-Current to Best 1.

El error producido en la posición y orientación del RMO durante la ejecución de la tarea
de seguimiento de trayectoria se observa en las Figuras 5.15a y 5.15c, donde para la etapa de
simulación prevalece un menor error en comparación con la etapa experimental, esto se debe
a las incertidumbres del sistema, tales como fricciones en elementos móviles, deslizamiento de
las ruedas sobre la super�cie etc.. En las Figuras 5.15b y 5.15d se muestra el comportamiento
que tiene el par de entrada con respecto a cada rueda del RMO en la etapa de simulación y
etapa experimental, lo cual se observa que el par de entrada en las ruedas está en el rango
de 4 Nm, donde para el prototipo experimental con el que se trabaja el consumo de energía
máximo es de 5 Nm para cada motor del RMO.
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Resultados con ED - Current to Rand 1 Bin

De la Tabla C.13 se logra identi�car el mejor individuo por el algoritmo ED Current
to Rand 1 Bin es proporcionada por la “corrida 25” resaltado de color negro, el cual tiene
la mejor aptitud de todas las corridas realizadas (min(J̄)) y además, en la Tabla C.14 se
muestran las ganancias para el controlador correspondiente a cada corrida. Por último, en la
Figura D.7 se visualiza la convergencia del mejor individuo hacia su valor óptimo encontrado.

Después de encontrar la mejor solución de los parámetros del controlador obtenidas
mediante el algoritmo ED Current to Rand 1 Bin “corrida 25”, se procede a realizar pruebas
en el RMO en su etapa de simulación y etapa experimental. En las Figuras 5.16a y 5.16b se
muestra el comportamiento tanto en posición y orientación en su etapa de simulación en el
espacio Cartesiano y en las Figuras 5.16c y 5.16d se muestra el comportamiento tanto en
posición y en su etapa experimental en el espacio Cartesiano, lo cual se observa que en las
dos etapas se realiza el seguimiento de trayectoria muy similar a la propuesta.
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Figura 5.16: Comportamiento del RMO en el seguimiento de trayectoria. Resultados en
simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 25” con ED-Current to Rand 1 Bin.
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Figura 5.17: Señal de control y error producido en el seguimiento de trayectoria. Resultados
en simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 25” con ED-Current to Rand 1 Bin.

El error producido en la posición y orientación del RMO durante la ejecución de la tarea
de seguimiento de trayectoria se observa en las Figuras 5.17a y 5.17c, donde para la etapa de
simulación prevalece un menor error en comparación con la etapa experimental, esto se debe
a las incertidumbres del sistema, tales como fricciones en elementos móviles, deslizamiento de
las ruedas sobre la super�cie etc.. En las Figuras 5.17b y 5.17d se muestra el comportamiento
que tiene el par de entrada con respecto a cada rueda del RMO en la etapa de simulación y
etapa experimental, lo cual se observa que el par de entrada en las ruedas está en el rango
de 4 Nm, donde para el prototipo experimental con el que se trabaja el consumo de energía
máximo es de 5 Nm para cada motor del RMO.
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Resultados con ED - Current to Best 1 Bin

De la Tabla C.15 se logra identi�car el mejor individuo por el algoritmo ED Current
to Best 1 Bin es proporcionada por la “corrida 23” resaltado de color negro, el cual tiene
la mejor aptitud de todas las corridas realizadas (min(J̄)) y además, en la Tabla C.16 se
muestran las ganancias para el controlador correspondiente a cada corrida. Por último, en la
Figura D.8 se visualiza la convergencia del mejor individuo hacia su valor óptimo encontrado.

Después de encontrar la mejor solución de los parámetros del controlador obtenidas
mediante el algoritmo ED Current to Best 1 Bin “corrida 23”, se procede a realizar pruebas
en el RMO en su etapa de simulación y etapa experimental. En las Figuras 5.18a y 5.18b se
muestra el comportamiento tanto en posición y orientación en su etapa de simulación en el
espacio Cartesiano y en las Figuras 5.18c y 5.18d se muestra el comportamiento tanto en
posición y en su etapa experimental en el espacio Cartesiano, lo cual se observa que en las
dos etapas se realiza el seguimiento de trayectoria muy similar a la propuesta.
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Figura 5.18: Comportamiento del RMO en el seguimiento de trayectoria. Resultados en
simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 23” con ED-Current to Best 1 Bin.
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Figura 5.19: Señal de control y error producido en el seguimiento de trayectoria. Resultados
en simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 23” con ED-Current to Best 1 Bin.

El error producido en la posición y orientación del RMO durante la ejecución de la tarea
de seguimiento de trayectoria se observa en las Figuras 5.19a y 5.19c, donde para la etapa de
simulación prevalece un menor error en comparación con la etapa experimental, esto se debe
a las incertidumbres del sistema, tales como fricciones en elementos móviles, deslizamiento de
las ruedas sobre la super�cie etc.. En las Figuras 5.19b y 5.19d se muestra el comportamiento
que tiene el par de entrada con respecto a cada rueda del RMO en la etapa de simulación y
etapa experimental, lo cual se observa que el par de entrada en las ruedas está en el rango
de 4 Nm, donde para el prototipo experimental con el que se trabaja el consumo de energía
máximo es de 5 Nm para cada motor del RMO.
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Resultados con PSO

De la Tabla C.17 se logra identi�car la mejor partícula por el algoritmo PSO es
proporcionada por la “corrida 2” resaltado de color negro, el cual tiene la mejor aptitud de
todas las corridas realizadas (min(J̄)) y además, en la Tabla C.18 se muestran las ganancias
para el controlador correspondiente a cada corrida. Por último, en la Figura D.9 se visualiza
la convergencia de la mejor partícula hacia su valor óptimo encontrado.

Después de encontrar la mejor solución de los parámetros del controlador obtenidas
mediante el algoritmo PSO “corrida 2”, se procede a realizar pruebas en el RMO en su
etapa de simulación y etapa experimental. En las Figuras 5.20a y 5.20b se muestra el
comportamiento tanto en posición y orientación en su etapa de simulación en el espacio
Cartesiano y en las Figuras 5.20c y 5.20d se muestra el comportamiento tanto en posición y
en su etapa experimental en el espacio Cartesiano, lo cual se observa que en las dos etapas
se realiza el seguimiento de trayectoria muy similar a la propuesta.
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Figura 5.20: Comportamiento del RMO en el seguimiento de trayectoria. Resultados en
simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 2” con PSO.
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Figura 5.21: Señal de control y error producido en el seguimiento de trayectoria. Resultados
en simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 2” con PSO.

El error producido en la posición y orientación del RMO durante la ejecución de la tarea
de seguimiento de trayectoria se observa en las Figuras 5.21a y 5.21c, donde para la etapa de
simulación prevalece un menor error con comparación en la etapa experimental, esto se debe
a las incertidumbres del sistema, tales como fricciones en elementos móviles, deslizamiento de
las ruedas sobre la super�cie etc.. En las Figuras 5.21b y 5.21d se muestra el comportamiento
que tiene el par de entrada con respecto a cada rueda del RMO en la etapa de simulación y
etapa experimental, lo cual se observa que el par de entrada en las ruedas está en el rango
de 4 Nm, donde para el prototipo experimental con el que se trabaja el consumo de energía
máximo es de 5 Nm para cada motor del RMO.
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Resultados con BA

De la Tabla C.19 se logra identi�car el mejor individuo por el algoritmo BA es
proporcionada por la “corrida 15” resaltado de color negro, el cual tiene la mejor aptitud de
todas las corridas realizadas (min(J̄)) y además, en la Tabla C.20 se muestran las ganancias
para el controlador correspondiente a cada corrida. Por último, en la Figura D.10 se visualiza
la convergencia del mejor individuo hacia su valor óptimo encontrado.

Después de encontrar la mejor solución de los parámetros del controlador obtenidas
mediante el algoritmo BA “corrida 15”, se procede a realizar pruebas en el RMO en su
etapa de simulación y etapa experimental. En las Figuras 5.22a y 5.22b se muestra el
comportamiento tanto en posición y orientación en su etapa de simulación en el espacio
Cartesiano y en las Figuras 5.22c y 5.22d se muestra el comportamiento tanto en posición y
en su etapa experimental en el espacio Cartesiano, lo cual se observa que en las dos etapas
se realiza el seguimiento de trayectoria muy similar a la propuesta.
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Figura 5.22: Comportamiento del RMO en el seguimiento de trayectoria. Resultados en
simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 15” con BA.
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Figura 5.23: Señal de control y error producido en el seguimiento de trayectoria. Resultados
en simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 15” con BA.

El error producido en la posición y orientación del RMO durante la ejecución de la tarea
de seguimiento de trayectoria se observa en las Figuras 5.23a y 5.23c, donde para la etapa de
simulación prevalece un menor error en comparación con la etapa experimental, esto se debe
a las incertidumbres del sistema, tales como fricciones en elementos móviles, deslizamiento de
las ruedas sobre la super�cie etc.. En las Figuras 5.23b y 5.23d se muestra el comportamiento
que tiene el par de entrada con respecto a cada rueda del RMO en la etapa de simulación y
etapa experimental, lo cual se observa que el par de entrada en las ruedas está en el rango
de 4 Nm, donde para el prototipo experimental con el que se trabaja el consumo de energía
máximo es de 5 Nm para cada motor del RMO.
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Resultados con FA

De la Tabla C.21 se logra identi�car el mejor individuo por el algoritmo FA es
proporcionada por la “corrida 16” resaltado de color negro, el cual tiene la mejor aptitud de
todas las corridas realizadas (min(J̄)) y además, en la Tabla C.22 se muestran las ganancias
para el controlador correspondiente a cada corrida. Por último, en la Figura D.11 se visualiza
la convergencia del mejor individuo hacia su valor óptimo encontrado.

Después de encontrar la mejor solución de los parámetros del controlador obtenidas
mediante el FA “corrida 16”, se procede a realizar pruebas en el RMO en su etapa de
simulación y etapa experimental. En las Figuras 5.24a y 5.24b se muestra el comportamiento
tanto en posición y orientación en su etapa de simulación en el espacio Cartesiano y en
las Figuras 5.24c y 5.24d se muestra el comportamiento tanto en posición y en su etapa
experimental en el espacio Cartesiano, lo cual se observa que en las dos etapas se realiza el
seguimiento de trayectoria muy similar a la propuesta.
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Figura 5.24: Comportamiento del RMO en el seguimiento de trayectoria. Resultados en
simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 16” con FA.
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Figura 5.25: Señal de control y error producido en el seguimiento de trayectoria. Resultados
en simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 16” con FA.

El error producido en la posición y orientación del RMO durante la ejecución de la tarea
de seguimiento de trayectoria se observa en las Figuras 5.25a y 5.25c, donde para la etapa de
simulación prevalece un menor error con comparación en la etapa experimental, esto se debe
a las incertidumbres del sistema, tales como fricciones en elementos móviles, deslizamiento de
las ruedas sobre la super�cie etc.. En las Figuras 5.25b y 5.25d se muestra el comportamiento
que tiene el par de entrada con respecto a cada rueda del RMO en la etapa de simulación y
etapa experimental, lo cual se observa que el par de entrada en las ruedas está en el rango
de 4 Nm, donde para el prototipo experimental con el que se trabaja el consumo de energía
máximo es de 5 Nm para cada motor del RMO.
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Resultados con SQP

A partir de la Tabla C.23 se logra identi�car que la mejor solución por el algoritmo SQP
es proporcionada por la “corrida 68” resaltado de color negro, el cual tiene la mejor aptitud
de todas las corridas realizadas (min(J̄)). En la Tabla C.24 se muestran las ganancias para
el controlador correspondiente a cada corrida. Por último, en la Figura D.12 se visualiza la
convergencia del mejor individuo hacia su valor óptimo encontrado.

Después de encontrar la mejor solución de los parámetros del controlador obtenidas
mediante el algoritmo SQP “corrida 68”, se procede a realizar pruebas en el RMO en
su etapa de simulación y etapa experimental. En las Figuras 5.26a y 5.26b se muestra el
comportamiento tanto en posición y orientación en su etapa de simulación en el espacio
Cartesiano y en las Figuras 5.26c y 5.26d se muestra el comportamiento tanto en posición y
en su etapa experimental en el espacio Cartesiano, lo cual se observa que en las dos etapas
se realiza el seguimiento de trayectoria muy similar a la propuesta.
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Figura 5.26: Comportamiento del RMO en el seguimiento de trayectoria. Resultados en
simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 68” con SQP.
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Figura 5.27: Señal de control y error producido en el seguimiento de trayectoria. Resultados
en simulación “a)”, “b)” y resultados experimentales “c)”, “d)” con las ganancias óptimas
obtenidas en la “corrida 68” con SQP.

El error producido en la posición y orientación del RMO durante la ejecución de la tarea
de seguimiento de trayectoria se observa en las Figuras 5.27a y 5.27c, donde para la etapa de
simulación prevalece un menor error con comparación en la etapa experimental, esto se debe
a las incertidumbres del sistema, tales como fricciones en elementos móviles, deslizamiento de
las ruedas sobre la super�cie etc.. En las Figuras 5.27b y 5.27d se muestra el comportamiento
que tiene el par de entrada con respecto a cada rueda del RMO en la etapa de simulación y
etapa experimental, lo cual se observa que el par de entrada en las ruedas está en el rango
de 4 Nm, donde para el prototipo experimental con el que se trabaja el consumo de energía
máximo es de 5 Nm para cada motor del RMO.
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Tabla 5.6: Valores de los errores en el seguimiento de trayectoria del RMO provocado por la
mejor corrida obtenida de cada algoritmo.

Simulación Experimental

Algoritmo Corrida ‖ (x̄d, ȳd)− (x1, x2) ‖ [m] ‖ (φ̄d)− (x3) ‖ [rad] ‖ (x̄d, ȳd)− (x1, x2) ‖ [m] ‖ (φ̄d)− (x3) ‖ [rad]
ED Rand 1 Bin 20 1.85891264e− 05 6.82415745e− 08 1.32857579e− 03 4.83493050e− 04
ED Rand 1 Exp 21 1.85784149e− 05 7.62421954e− 08 1.32431443e− 03 5.36506325e− 04
ED Best 1 Bin 3 1.85892520e− 05 6.79184915e− 08 1.32633157e− 03 4.75415213e− 04
ED Best 1 Exp 14 1.85892677e− 05 6.79105082e− 08 1.33965485e− 03 4.85313115e− 04
ED Current to Rand 1 25 1.87928930e− 05 2.03908994e− 07 1.34347551e− 03 1.64298792e− 03
ED Current to Best 1 14 1.85905765e− 05 7.00365795e− 08 1.32627893e− 03 5.14927132e− 04
ED Current to Rand 1 Bin 25 1.85874759e− 05 6.75921780e− 08 1.32650231e− 03 4.82303732e− 04
ED Current to Best 1 Bin 23 1.85892752e− 05 6.78955847e− 08 1.33832777e− 03 4.80178665e− 04
PSO 2 1.86822226e− 05 9.07619262e− 08 1.33062869e− 03 5.89963723e− 04
BA 15 2.25080505e− 05 4.51652592e− 07 1.62284215e− 03 5.20974208e− 03
FA 16 1.97148132e− 05 1.13569892e− 07 1.40223358e− 03 1.15578173e− 03
SQP 68 3.68042721e− 05 1.76354548e− 07 2.77711983e− 03 1.37669924e− 03
Promedio 2.05324240e− 05 1.28095061e− 07 1.48219045e− 03 1.11944266e− 03

5.5.1. Análisis de errores de los resultados óptimos

Al realizar las pruebas con las ganancias óptimas se procedió a calcular el error producido
en el RMO ante la trayectoria propuesta. En la Tabla 5.6 se muestran los errores tanto en
posición y orientación en la etapa de simulación y etapa experimental, lo cual se obtiene
calculando el promedio de la diferencia de todos los puntos de trayectoria propuesta ante el
RMO (distancia Euclidiana). Para la etapa de simulación y experimental se observa que las
ganancias óptimas proporcionadas por los algoritmos ED Best 1 Bin y ED Best 1 Exp, se
encuentran entre los primeros cinco algoritmos que mejor se desempeñan en el seguimiento
de la trayectoria propuesta (menor error en posición), y además, se observa que el algoritmo
ED Rand 1 Exp supera con sus soluciones a los demás algoritmos. En la etapa experimental
se muestra el mismo resultado que en simulación, los algoritmos ED Best 1 Bin y ED Best
1 Exp estan dentro de los primeros cinco algoritmos con mejor desempeño. Por último, se
observa en promedio un error producido en posición en el seguimiento de trayectoria esta
debajo de un milímetro y el error producido en orientación esta por debajo de un milíradian,
concluyendo satisfactoriamente que dichos parámetros del controlador proporcionados por
los algoritmos cumplen con error aceptable en el seguimiento de trayectoria altamente no
lineal.

En la Tabla 5.7 se muestra el consumo de energía por el RMO tanto en su etapa de
simulación y su etapa experimental. Los resultados numéricos de la magnitud del vector de
la señal de control ui, muestran tanto en la etapa de simulación y en la etapa experimental un
buen comportamiento en la minimización del consumo de energía, donde tratan de converger
hacia el mismo valor. Asimismo, se observa que existe una gran discrepancia entre los valores
de simulación y experimental, debido a que en la experimentación se desprecian fricciones y
deslizamientos. También se puede concluir que estos resultados se deben a la asignación que
se propuso en los parámetros de sumas ponderadas, ya que no existe una relación entre los
objetivos a minimizar.
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Tabla 5.7: Consumo de energía del sistema de control del RMO

Simulación Experimental

Algoritmo

3∑
i=1

‖ ui ‖ [Nm]

3∑
i=1

‖ ui ‖ [Nm]

ED Rand 1 Bin 10.1355607814 840.2021448670
ED Rand 1 Exp 10.1355608274 838.6165525244
ED Best 1 Bin 10.1355607806 838.7938696234
ED Best 1 Exp 10.1355607805 844.1070659828
ED Current to Rand 1 10.1355613619 840.2445266129
ED Current to Best 1 10.1355607776 838.9593941895
ED Current to Rand 1 Bin 10.1355607869 839.2922380248
ED Current to Best 1 Bin 10.1355607805 843.6411868555
PSO 10.1355686345 838.4052254321
BA 10.1357730102 836.8735207000
FA 10.1356221488 843.0679541083
SQP 10.1370083385 839.7453565474



Capı́tulo 6
Conclusiones y trabajo a futuro

En este trabajo de tesis se ha presentado una solución para la búsqueda de las ganancias
óptimas del sistema de control del RMO al problema propuesto de optimización dinámica
fuera de línea, con el objetivo de realizar la tarea de seguimiento de una trayectoria
altamente no lineal. Se pudo comprobar que implementando el método de sumas ponderadas
dentro de una función objetivo, se requieren realizar una serie de pruebas de simulación para
encontrar el mejor compromiso posible en la asignación de los parámetros del criterio de
sumas ponderadas, esto conlleva que el diseñador debe asignar prioridad en la minimización
del objetivo de mayor interés, siendo que para problemas triviales no exista alguna relación,
sin embargo, se obtuvo buenos resultados con las ponderaciones propuestas.

Al realizar un estudio estadístico no paramétrico comparativo entre el desempeño de dos
algoritmos, se debe considerar la prueba de los rangos con signo de Wilcoxon más apropiada,
ya que esta conclusión de que un algoritmo es mejor que otro dependerá de dicha selección.
Para este caso de estudio se utilizó la prueba de “lado izquierdo”, con el �n de garantizar una
victoria cuando un algoritmo compite contra otro algoritmo con sus respectivas muestras
obtenidas. De tal forma, que el algoritmo ED Best 1 Bin y ED Best 1 Exp obtienen nueve
victorias ante los demás algoritmos, mostrando que son los dos mejores algoritmos para la
búsqueda de las ganancias del controlador PD del RMO.

En el comportamiento de la convergencia de las mejores soluciones óptimas encontradas
por los algoritmos propuestos, se observa que los individuos con mayor rapidez de
convergencia hacia el valor óptimo, se obtienen con las variantes del algoritmo ED Best 1
Bin, ED Best 1 Exp y ED Current to Best 1, ya que al implementar el operador de mutación,
seleccionan al mejor individuo de la población en cada iteración. Por lo cual, muestran un
mejor desempeño en la búsqueda de los parámetros del controlador PD.

Al realizar el análisis de los resultados óptimos, se visualiza que todas las soluciones
óptimas obtenidas por los algoritmos propuestos, cumplen con la tarea de seguimiento de
trayectoria altamente no lineal. Mostrando un buen comportamiento tanto en la etapa de
simulación y la etapa experimental muy similar a la propuesta, con un error promedio menor
a un milímetro.
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Las técnicas estocásticas son una buena herramienta computacional para la búsqueda
de mejores soluciones, ya que sus comportamientos se inspiran de la naturaleza (biológica,
social, cultural, etc.), lo cual les permite reducir el tiempo de cómputo al no requerir el
cálculo de la primera derivada de la función objetivo. Dichos algoritmos no garantizan una
solución óptima al problema planteado, pero pueden encontrar una buena aproximación
de dicha solución. Al resolver POD con técnicas deterministas con base en el gradiente, se
observa que requiere una buena aproximación a la solución óptima la condición inicial del
algoritmo, donde en problemas reales no se conoce apriori una aproximación de la solución
óptima, haciendo que dichas técnicas no sean una solución con�able.

Se observó que, al plantear un problema de optimización dinámica en la búsqueda de los
parámetros de los controladores en sistemas mecatrónicos, se observa mucho potencial tanto
en el sector industrial y de investigación, ya que es posible utilizar controladores lineales en
sistemas no lineales con un mínimo error de referencia, reduciendo costos de producción y
tiempo en la ejecución de tareas propuestas por el diseñador.

6.1. Perspectivas de trabajo a futuro

Como posibles trabajos a futuros se contemplan los siguientes puntos:

Implementación del modelo dinámico de los motores con el �n de mejorar los resultados
obtenidos en esta tesis y reducir el área de búsqueda de los límites pmin y pmax.

Resolver el problema de sintonización óptima de las ganancias del sistema de control
del RMO con metodologías multi-objetivo, con el �n de buscar un mejor compromiso
de los objetivos propuestos.

Diseño óptimo del controlador PD con diferentes trayectorias con el �n de validar el
POD propuesto en esta tesis para la tarea de seguimiento.
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Anexo B
Tablas con los resultados de la prueba de
rangos con signo de Wilcoxon

Tabla B.1: Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon para “ED Rand 1 Bin” con respecto
a los demás algoritmos meta-heurísticos propuestos.

Comparación R+ R− p− valor
ED Rand 1 Bin contra ED Rand 1 Exp 325 0 <0.0001
ED Rand 1 Bin contra ED Best 1 Bin 0 325 0.999987
ED Rand 1 Bin contra ED Best 1 Exp 0 325 0.999981
ED Rand 1 Bin contra ED Current to Rand 1 325 0 <0.0001
ED Rand 1 Bin contra ED Current to Best 1 325 0 <0.0001
ED Rand 1 Bin contra ED Current to Rand 1 Bin 305 20 0.000121
ED Rand 1 Bin contra ED Current to Best 1 Bin 177 148 0.161254
ED Rand 1 Bin contra PSO 325 0 <0.0001
ED Rand 1 Bin contra BA 325 0 <0.0001
ED Rand 1 Bin contra FA 325 0 <0.0001

Tabla B.2: Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon para “ED Rand 1 Exp” con respecto
a los demás algoritmos meta-heurísticos propuestos.

Comparación R+ R− p− valor
ED Rand 1 Exp contra ED Rand 1 Bin 0 325 1
ED Rand 1 Exp contra ED Best 1 Bin 0 325 1
ED Rand 1 Exp contra ED Best 1 Exp 0 325 1
ED Rand 1 Exp contra ED Current to Rand 1 325 0 <0.0001
ED Rand 1 Exp contra ED Current to Best 1 295 30 <0.0001
ED Rand 1 Exp contra ED Current to Rand 1 Bin 192 133 0.220918
ED Rand 1 Exp contra ED Current to Best 1 Bin 121 204 0.868261
ED Rand 1 Exp contra PSO 325 0 <0.0001
ED Rand 1 Exp contra BA 325 0 <0.0001
ED Rand 1 Exp contra FA 325 0 <0.0001
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Tabla B.3: Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon para “ED Best 1 Bin” con respecto
a los demás algoritmos meta-heurísticos propuestos.

Comparación R+ R− p− valor
ED Best 1 Bin contra ED Rand 1 Bin 325 0 <0.0001
ED Best 1 Bin contra ED Rand 1 Exp 325 0 <0.0001
ED Best 1 Bin contra ED Best 1 Exp 325 0 0.5
ED Best 1 Bin contra ED Current to Rand 1 325 0 <0.0001
ED Best 1 Bin contra ED Current to Best 1 325 0 <0.0001
ED Best 1 Bin contra ED Current to Rand 1 Bin 325 0 <0.0001
ED Best 1 Bin contra ED Current to Best 1 Bin 325 0 0.002960
ED Best 1 Bin contra PSO 325 0 <0.0001
ED Best 1 Bin contra BA 325 0 <0.0001
ED Best 1 Bin contra FA 325 0 <0.0001

Tabla B.4: Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon para “ED Best 1 Exp” con respecto
a los demás algoritmos meta-heurísticos propuestos.

Comparación R+ R− p− valor
ED Best 1 Exp contra ED Rand 1 Bin 325 0 <0.0001
ED Best 1 Exp contra ED Rand 1 Exp 325 0 <0.0001
ED Best 1 Exp contra ED Best 1 Bin 0 325 0.977249
ED Best 1 Exp contra ED Current to Rand 1 325 0 <0.0001
ED Best 1 Exp contra ED Current to Best 1 325 0 <0.0001
ED Best 1 Exp contra ED Current to Rand 1 Bin 325 0 <0.0001
ED Best 1 Exp contra ED Current to Best 1 Bin 245 80 0.002960
ED Best 1 Exp contra PSO 325 0 <0.0001
ED Best 1 Exp contra BA 325 0 <0.0001
ED Best 1 Exp contra FA 325 0 <0.0001

Tabla B.5: Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon para “ED Current to Rand 1” con
respecto a los demás algoritmos meta-heurísticos propuestos.

Comparación R+ R− p− valor
ED Current to Rand 1 contra ED Rand 1 Bin 0 325 1
ED Current to Rand 1 contra ED Rand 1 Exp 0 325 1
ED Current to Rand 1 contra ED Best 1 Bin 0 325 1
ED Current to Rand 1 contra ED Best 1 Exp 0 325 1
ED Current to Rand 1 contra ED Current to Best 1 84 241 0.984096
ED Current to Rand 1 contra ED Current to Rand 1 Bin 0 325 1
ED Current to Rand 1 contra ED Current to Best 1 Bin 0 325 1
ED Current to Rand 1 contra PSO 324 1 <0.0001
ED Current to Rand 1 contra BA 325 0 <0.0001
ED Current to Rand 1 contra FA 315 10 <0.0001



87

Tabla B.6: Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon para “ED Current to Best 1” con
respecto a los demás algoritmos meta-heurísticos propuestos.

Comparación R+ R− p− valor
ED Current to Best 1 contra ED Rand 1 Bin 0 325 0.999991
ED Current to Best 1 contra ED Rand 1 Exp 30 295 0.999948
ED Current to Best 1 contra ED Best 1 Bin 0 325 1
ED Current to Best 1 contra ED Best 1 Exp 0 325 1
ED Current to Best 1 contra ED Current to Rand 1 241 84 0.017086
ED Current to Best 1 contra ED Current to Rand 1 Bin 132 193 0.794617
ED Current to Best 1 contra ED Current to Best 1 Bin 0 325 1
ED Current to Best 1 contra PSO 325 0 <0.0001
ED Current to Best 1 contra BA 324 1 <0.0001
ED Current to Best 1 contra FA 305 20 <0.0001

Tabla B.7: Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon para “ED Current to Rand 1 Bin”
con respecto a los demás algoritmos meta-heurísticos propuestos.

Comparación R+ R− p− valor
ED Current to Rand 1 Bin contra ED Rand 1 Bin 20 305 0.999892
ED Current to Rand 1 Bin contra ED Rand 1 Exp 133 192 0.786929
ED Current to Rand 1 Bin contra ED Best 1 Bin 0 325 0.999994
ED Current to Rand 1 Bin contra ED Best 1 Exp 0 325 1
ED Current to Rand 1 Bin contra ED Current to Rand 1 325 0 <0.0001
ED Current to Rand 1 Bin contra ED Current to Best 1 193 132 0.213070
ED Current to Rand 1 Bin contra ED Current to Best 1 Bin 0 325 1
ED Current to Rand 1 Bin contra PSO 324 1 <0.0001
ED Current to Rand 1 Bin contra BA 325 0 <0.0001
ED Current to Rand 1 Bin contra FA 325 0 <0.0001

Tabla B.8: Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon para “ED Current to Best 1 Bin”
con respecto a los demás algoritmos meta-heurísticos propuestos.

Comparación R+ R− p− valor
ED Current to Best 1 Bin contra ED Rand 1 Bin 148 177 0.847706
ED Current to Best 1 Bin contra ED Rand 1 Exp 204 121 0.137592
ED Current to Best 1 Bin contra ED Best 1 Bin 0 325 0.997841
ED Current to Best 1 Bin contra ED Best 1 Exp 80 245 0.997841
ED Current to Best 1 Bin contra ED Current to Rand 1 325 0 <0.0001
ED Current to Best 1 Bin contra ED Current to Best 1 325 0 <0.0001
ED Current to Best 1 Bin contra ED Current to Rand 1 Bin 325 0 <0.0001
ED Current to Best 1 Bin contra PSO 325 0 <0.0001
ED Current to Best 1 Bin contra BA 325 0 <0.0001
ED Current to Best 1 Bin contra FA 325 0 <0.0001
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Tabla B.9: Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon para “PSO” con respecto a los demás
algoritmos meta-heurísticos propuestos.

Comparación R+ R− p− valor
PSO contra ED Rand 1 Bin 0 325 1
PSO contra ED Rand 1 Exp 0 325 1
PSO contra ED Best 1 Bin 0 325 1
PSO contra ED Best 1 Exp 0 325 1
PSO contra ED Current to Rand 1 1 324 0.999999
PSO contra ED Current to Best 1 0 325 1
PSO contra ED Current to Rand 1 Bin 1 324 0.999999
PSO contra ED Current to Best 1 Bin 0 325 1
PSO contra BA 209.5 115.5 0.105404
PSO contra FA 89 236 0.977438

Tabla B.10: Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon para “BA” con respecto a los demás
algoritmos meta-heurísticos propuestos.

Comparación R+ R− p− valor
BA contra ED Rand 1 Bin 0 325 0.999994
BA contra ED Rand 1 Exp 0 325 0.999994
BA contra ED Best 1 Bin 0 325 0.999994
BA contra ED Best 1 Exp 0 325 0.999994
BA contra ED Current to Rand 1 0 325 0.999994
BA contra ED Current to Best 1 1 324 0.999993
BA contra ED Current to Rand 1 Bin 0 325 0.999994
BA contra ED Current to Best 1 Bin 0 325 0.999994
BA contra PSO 115.5 209.5 0.899419
BA contra FA 49 276 0.998921

Tabla B.11: Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon para “FA” con respecto a los demás
algoritmos meta-heurísticos propuestos.

Comparación R+ R− p− valor
FA contra ED Rand 1 Bin 0 325 1
FA contra ED Rand 1 Exp 0 325 1
FA contra ED Best 1 Bin 0 325 1
FA contra ED Best 1 Exp 0 325 1
FA contra ED Current to Rand 1 10 315 0.999999
FA contra ED Current to Best 1 20 305 0.999990
FA contra ED Current to Rand 1 Bin 0 325 1
FA contra ED Current to Best 1 Bin 0 325 1
FA contra PSO 236 89 0.024131
FA contra BA 276 49 0.001179



Anexo C
Tablas de resultados de los algoritmos

Descripción de las tablas de resultados

En este anexo se presentan las tablas con los resultados obtenidos de cada algoritmo
implementado, donde cada sección consta de dos tablas. La primer tabla muestra un
análisis estadístico con los resultados del algoritmo correspondiente a la sección, mostrando
la siguiente distribución: en la primer columna se muestra el número de la corrida
correspondiente en forma descendente, en la segunda columna se muestra el promedio de
la última generación del algoritmo de cada corrida, en la tercera columna se muestra la
desviación estándar de la última generación del algoritmo de cada corrida, en la cuarta
columna se muestra el valor de la función objetivo del mejor individuo (mínimo de la función
objetivo min(J̄)) de la última generación del algoritmo de cada corrida, en la quinta y
sexta columna se muestran los valores de la función objetivo de las componentes J̄∗1 y J̄∗2
del mejor individuo, en la séptima columna se muestra el valor de la función objetivo del
peor individuo (máximo de la función objetivo max(J̄)) de la última generación de cada
corrida, en la octava y novena columna se muestran los valores de la función objetivo de las
componentes J̄1max y J̄2max del peor individuo, por último en la columna diez se muestra el
tiempo de ejecución del algoritmo de cada corrida.

La segunda tabla muestra las ganancias del controlador PD obtenidas por el algoritmo
correspondiente a la sección, mostrando la siguiente distribución: en la primer columna se
muestra el número de la corrida correspondiente en forma descendente, en las columnas
dos al siete, se observan los resultados de las ganancias del controlador del mejor individuo
(min(J̄)) de la última generación, y por último, en las columnas ocho al trece, se observan
los resultados de las ganancias del controlador del peor individuo (max(J̄)) de la última
generación obtenidos por cada algoritmo propuesto.
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112 ANEXO C. TABLAS DE RESULTADOS DE LOS ALGORITMOS

SQP

Tabla C.23: Analisis estadistico con los resultados del algoritmo SQP.

Corrida min(J̄) J̄1
∗

J̄2
∗

Tiempo [s]
1 NaN NaN NaN NaN
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

4 8.5876090944e− 3 1.7041318e− 6 8.5859049626e− 3 44.64
5 NaN NaN NaN NaN
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

53 8.5845517671e− 3 7.3070201e− 7 8.5838210651e− 3 47.85
54 NaN NaN NaN NaN
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

68 8.5819299595e− 3 1.9618303e− 7 8.5817337765e− 3 42.52
69 NaN NaN NaN NaN
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

89 1.1702149303e+ 41 1.7658354e+ 35 1.3634126147e+ 41 164.06
69 NaN NaN NaN NaN
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

69 NaN NaN NaN NaN
Promedio 2.9255373257e+ 40 4.4145884e+ 34 3.4085315367 + 40 74.76

Tabla C.24: Ganancias del controlador PD obtenidas con SQP

Ganancias del controlador PD para min(J̄)
Corrida kp∗1 kp∗2 kp∗3 kd∗1 kd∗2 kd∗3

1 NaN NaN NaN NaN NaN NaN
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

4 1012.5185465 274.2272622 120.9719108 25.0000000 23.7569539 6.0523847
5 NaN NaN NaN NaN NaN NaN
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

53 831.5983330 479.1407526 33.8013145 25.0000000 20.9447503 8.0692827
54 NaN NaN NaN NaN NaN NaN
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

68 2728.7787060 804.1346410 900.8355336 25.0000000 17.2126696 13.1345360
69 NaN NaN NaN NaN NaN NaN
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

89 822.1202520 4752.4633131 1879.0006010 16.4016368 20.5206158 17.9270316
90 NaN NaN NaN NaN NaN NaN
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

100 NaN NaN NaN NaN NaN NaN
Promedio 1348.7539594 1577.4914922 733.6523400 22.8504092 20.6087474 11.2958087



Anexo D
Grá�cas de convergencia del mejor individuo
hacia su valor óptimo encontrado por cada
algoritmo propuesto
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
8.575

8.58

8.585

8.59

8.595

8.6

8.605

8.61

8.615
10-3

Rand 1 Bin

Figura D.1: Comportamiento de la función objetivo con el mejor individuo obtenido en la
“corrida 20” con ED-Rand 1 Bin.
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Figura D.2: Comportamiento de la función objetivo con el mejor individuo obtenido en la
“corrida 21” con ED-Rand 1 Exp.
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Figura D.3: Comportamiento de la función objetivo con el mejor individuo obtenido en la
“corrida 3” con ED-Best 1 Bin.
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Figura D.4: Comportamiento de la función objetivo con el mejor individuo obtenido en la
“corrida 14” con ED-Best 1 Exp.
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Figura D.5: Comportamiento de la función objetivo con el mejor individuo obtenido en la
“corrida 25” con ED-Current to Rand 1.
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Figura D.6: Comportamiento de la función objetivo con el mejor individuo obtenido en la
“corrida 14” con ED-Current to Best 1.
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Figura D.7: Comportamiento de la función objetivo con el mejor individuo obtenido en la
“corrida 25” con ED-Current to Rand 1 Bin.
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Figura D.8: Comportamiento de la función objetivo con el mejor individuo obtenido en la
“corrida 23” con ED-Current to Best 1 Bin.
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Figura D.9: Comportamiento de la función objetivo con el mejor individuo obtenido en la
“corrida 2” con PSO.
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Figura D.10: Comportamiento de la función objetivo con el mejor individuo obtenido en la
“corrida 15” con BA.
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Figura D.11: Comportamiento de la función objetivo con el mejor individuo obtenido en la
“corrida 16” con FA.
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Figura D.12: Comportamiento de la función objetivo con el mejor individuo obtenido en la
“corrida 68” con SQP.
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